. TIDSKRIFT

ning.

ler og seminarier i Danmark.
Is matematiska forening.

o — Finlands matematik- och

sjon.
‘et.
dervisning i Lund.
w ervisning i Stockholm.

Oslo.

Redusert
kr. 10
mk. 350
kr. 30
kr. 10
kr. 8

22 1 norsk valuta.

» leres studerende (elever).
+« til ovenstiende adresse.
ed.

the vej 20, Kebenhavn @.

arenk 5, as. 5, Helsinki.
dafélagsing,

A vallagotu 56, Reykjavik.
¢ tutt, Blindern, Oslo.

: '12)
t.tutt, Blindern, Oslo.

»t for 1959
Letalt for 1958, bes gjore det

brike ovenstiende innbetalings-

auntorene,

ps

s er

‘OM POTENSPRODUKTSUMMER

OVE JJ{ MUNCH

1. Indledning. Det er en velkendt sag, at et vilkarligt polynomium af
hgjst n’te grad kan skrives som en linearkombination af n+1 linezrt
uvaftheengige polynomier af hejst n’te grad. Et hyppigt benyttet system
af »basispolynomier« er [1, p. 168]

@) () ()

som f. eks. indgar i Newtons interpolationsformel.

Der er neppe noget andet system, som har si mange anvendelses-
muligheder som dette; det forhindrer dog ikke, at der i specielle tilfzelde
findes andre systemer, som kan benyttes med fordel. Vi vil i det folgende
benytte

(@) (1),

At disse polynomier er linezrt nafhangige, ses let ved i identiteten

i=0 n
at indssette =0, 1, ..., n efter hinanden; man far da
b,=b,,=...=b,=0.

Vi nzevner nogle grunde til, at vi veelger dot sidstnmevnte system:
Hvis to polynomier P(x) og *(x) af n’te grad tilfredsstiller relationen

(2) P(e—1) = (= 1)"P¥(=1),

og I’(x) har fremstillingen

PE) =N (“’“) ,

=0 n

- Pr) =;v e (.r—\‘-o) .

=
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Benytter vi nemlig omskrivningen

AHIM+_V — (~1)n AI&“:I_V .
finder vi

Pa—1) = Va, AQTTIV = (=17 X a, A|a+:lv
r n i=0 on

- —z+1
HAIC:.,H.MMQ.T..A n v.

der ved anvendelse af (2) forer til den anforte formel for P*(z).

Heraf — eller direkte af (2) — folger, at forbindelsen mellem P(x) og -

P*(x) er gensidig. Hvis specielt

Pz—1) = (~1)"P(-2), - .

sd har man en symmetri i koefficienterne a,, idet der pa grund af entydig-
heden af disse ma gzlde a;=a, _,.

: .
Vi viser yderligere, at dersom polynomiet P(z)= }'a,; Aa\.a_,sv har de
i=0
heltallige nulpunkter p, p—1,...,0, —1,..., —q, s& gelder ay=a,=
ce=Ag =y =...=a, ;=0a,=0.Thiindswttelse af =0 giver a, =0,
hvorefter z=1 giver a,_; =0, osv. indtil z=p, der giver a,_,=0. Tilsva-
rende findermanmedz=—1, -2, ..., —g,atqy=a;=a,=... =a, ,=0.
Man kan finde mere af interesse om denne interpolationsmetode, men
vi standser her, da vi har anfort tilstraekkeligt til vort formal.

2. Summation af potensprodukter. Lad p,, p,, ..., P, samt n vere
hele positive tal. I udtrykket

PN e R L
< . :
skal summationen forstas siledes: o
K betegner en forskrift af typen ky S5k S,y . S5k, hvor der mellem
hvert par pa hinanden fglgende L’er skal sti enten < eller < (men pa

samme plads i forskriften stadig det samme). Man skal da summere over
alle st af hele tal &, ks, ..., k4. som tilfredsstiller forskriften samt be-
tingelsen 1<k, <n. Dersom der i forskriften forekommer m rene ulig-
hedstegn, ma man, for at udtrykket skal have mening, antage n2 m + 1.

Med en bestemt forskrift K afhanger den ovenstaende sum af p’erne

samt af 7; da i det folgende ikke selve p’erne, men kun deres antal ¢ skal
variere, vil vi betegne den ]

y

Vi setter hWJ p;=1P- Der galder da folgende?
i-1

m.&e.zﬁa 1. Udtrykket A(n;q) er et polynomium i n af graden p+4q,

med hovedkoefficienten . ) »
17 (++ 2 »)
31 i=1

og med nulpunkter m,m—1, ..., m—gq.

For at vise denne mmog..Em benytter vi induktion efter ¢ og betragter
derfor forst tilfzeldet ¢ =1 (og altsa m=0). Vi vil her forudsztte kendt,
at [2, p. 262), [4] e e

. : . =Amn; 1) =2k
@ - S =AmD =X

er et polynomium i n af graden p+1, med WO<&WooE&g¢9.~ 1/(p+ :.om
nulpunkter 0 og —1. For fuldstzendigheds skyld er et bevis anfort i 3
under den nzrmere omtale af dette sertilfzlde. . .
Smtning 1 er altsa rigtig for ¢=1; Jaddag>1. Vi mbgmwn forst, at er
i K gelder k,_, <k, Lad K, vere den mcEBmEObmmomen.. der fremgar
af K, nar %M sidste led (<k,) udelades. Ifolge vor mbmﬂwéozmm.ogmmm?
ning er da . ,
A(n; g—1) =3 kPrkP? .o k)Pt
Ky

et polynomium i n af graden p—p;+¢— 1, med hovedkoefficienten
. ¢-1 » \-1
11>+ )
y=1 =1

og med nulpunkter m—1,m—2,...,m—q. o
Af (8) ser man, at der for n>m+1 gelder ligningen

(5) A(n; q)—A(n—1; ) = nP1A(n-1;¢-1),
medens man for n=m+ 1 har

(8) Am+1;q) = (m+1)P2A(m;g=1),
hvor i den sidste formel hvert A kun indeholder eet led.

1 Nar vi skriver: sUdtrykket A(n; g) er et polynomium inaf .m?_mmu ﬁ+m o. m...,”.f er
dette en kort skrivemade for: »Udtrykket A{z; g} kan i sit mmm:::osmoaﬂmmw identificeres
med et polynomium i n af graden p+gq 0. 8. V., 08 betegnelsen A(n; ¢) vil i det folgende
blive brugt ogsd om dette polynomium.s

J
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Under forudsatning af. at .1(n;q) er et polynomium, vil vi bestemme
dettes form og egenskaber. Mam ser, at (5) ma gwlde for alle n. Indswcttes
heri n=m + 1. fas ved sammenligning med (5'), at A(m, q¢)=0. Indfores
derefter i () for n efterhandem nulpunkterne e, m— I,...,m—g+1 for
polynomiet .1(n—1; g—1). ses det, at A(n; ¢) har nulpunkter m, m— 1,
....m—gq. Det bemarkes, at blandt disse sidste findes altid 0 og —1.

Ved indsatning af verdierne 1, 2, ...,n1i(8)og addition af de frem-
komne ligninger finder man

n

(6) A(nsq) = 3 KedA(k—1;¢-1).
&=1

Tfolge induktionsforudsetningen har man
: P—pgtg-l
Ak-1;9g-H= 2 bk -
’ =0

med hovedkoefficienten

g-1 v -1
bysgran = 01 (7 2 ) -

=1 =1
Dermed bliver
p—pgra-l n p+g-1
(7) Anig) = ¥ X bkim= 23 a,5/(n),
r=0 k=1 =Pg

hvor a,=b, . specielt @, 3=bp p +q-1- Med S-polynomiernes egenska-
ber i erindring ser man heraf, at A(n; ) ma have graden p+¢ 0g den i
setning 1 nevnte hovedkoefficient.

i kan nu omvendt indse, at det ved (7) bestemte polynomium
A(n; q) virkelig tilfredsstiller (3) for alle helenzm + 1. For disse n-verdier
kan man nemlig fra (7) over (6) slutte tilbage til (5) og (5) og derfra til
(3).

Hvad ovenfor er sagt, kan pa analog made gennemfgres, dersom K
slutter med kg _; < kg Svarende til (5) og (5') far man her

(5a) A(n; ) —Aln—1; q) = nP1A(n; ¢—1)
og .
(5'a) Am+1;q) = A3+S§\:§.+HSI: s

Lvorefter fremgangsmaden er den samme sOm for. Beviset for setning 1
er dermed feerdigt.

Med K* betegnes den skomplementeare« summationsforskrift til K,
d. v. s. den, som fremkomnser af K ved gensidig ombytning af tegnene
< og <. Betegner altsa K f.eks. ky<ky,<k,, har K* ‘betydningen

ke, < ko < ky. Nar som foran det til K svarende polynomium kaldes A(n; q),

9 J
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betegner vi det til A% avarende coly nomium A*(n, ¢). Indcholder K som
for m rene ulighedstegn, vil der 1 K* forckomme ¢ —m— 1 sadaune, og
vi har for nzgqg—m:

(3a) A*(n: q) n»w.J Pk, L ke

Vi vil nu godtgoere, at den her anvendte betydning af en stjerne er i
overensstemmelse med den i 1 benyttede. Der gelder nemlig

SxTNING 2. Polynomierne A(n; q) og A*(n; q) er sammenknyttet ved rela-
tionen . .

(8) \HASMHHS = A.I.Cfn\.?AIQSS )

Beviset fores som for ved induktion. P3 dette sted forudsettes kendt, at
polynomierne S,(n) = Sy (n) tilfredsstiller den til (8)-svarende relation .

(9) . S,(n—1) = T:Eé&.la.

Et bevis herfor er medtaget 1 3.
Setning 2 er altsd rigtig for =1, og vi gar over til ¢> 1. Vi kan uden
indskrenkning af bevisferelsen antage, at K slutter med k,_; <k, og K*
altsa med k,_, <k, Polynomierne A(n; q) tilfredsstiller da (5) og (5'),
medens polynomierne A*(xn, g) tilfredsstiller (5a) og (5'a).
1 identiteten (5) indsattes for » efter hinanden verdierne 1,2, ...,
n—1, hvorefter man ved addition finder

n—1

(10) An—1;4q) = M kreA(k—-1;9-1),
‘ = ,
der ogsa fremgar af (6), nar man erstatter n med n—1. Af (5a) fas pa
lignende made for polynomierne A*(n; g), nar man for n indsmtter ver-
dierne —1, —2, ..., —n+1: :
n-1

—A*(—n;q) =3 (~kPA*(—kig—1)
k=1 -

d.v.s. e

—

s n—1
(11) A*¥(—n;q) = (—1)Pett 3Tk A (—k;9-1) -
: k=1
Efter induktionsforudsetningen galder
A(k=1;g=1) = (1P PretAX(=k;g—1);

indfores dette i hejre side af (10), s& far man
n—1
%T:SHT:EaiuN(.S_*Tfé,

k=1

J
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der Holge (11) kan skrives
An—1;q) = (- 1)P*A¥(—n; q),
Altsa formel (8).
Hertil vil vi endnu foje

Sxrsiva 3. mom—1. ... .m—q er samilige heltallige nulpunkter t A(n;q).

V1 har allerede set. at .1(n: ¢) har de nevnte nulpunkter. Pa grund af
(3) er .1{n;q)>0 for alle hele u>m. Tilsvarende fis ved (8) og (3a),
at A(=n:¢)=(—-1)P"1*n—-1;¢)+£0 for alle hele n>g—m, d.v.s.
—n < m—gq. Sammenfattes dette, ses setning 3.

Vi vil derefter udtrykke polymomierne A(n; q) og A*(n;q) ved hj=lp
af systemet (1). Af det i 1 fundme i forbindelse med setning 1 folger, at
vi pa entydig made kan udtrykke A(n; g) og A*(n; q) ved

Pl fn+4
12 , An:iq) = »..A v
a= (D) = 2 Hlpig
og :

p+m Sl—lé.
12a) - A*¥niq) = 3 2,0 A v
A v A s Qv e p+q—1i %..TQ

W%Ewm:mmWOmmem:ﬁm:wav,rwmﬁ?m&&amBo&dm:QO.mammdmmBBo
som koefficientrekken i (12), leest fra venstre mod hgjre:
p+g—m—1 o
(12b) A*(niq) = X ?.Aaiim sv.
’ i=g—m P+q
Man bemerker, at antallet af koefficienter altid mu.r.m p.
Lad os slutte dette afsnit med at omtale et konkret eksempel: For

K: ky<ky,=k,finder vifor p;=p,=p;=1: :

. [n+2 n+3 n+4
(12¢c) \Zsmmvn\&A 6 v+~wA 6 v+»»A 6 vn
her er .
Jg=A(2;3) = 4, A, = A4*%(2;3) = 2.
A(n; 3) har hovedkoefficienten 1/2-4-6 =1/48; multiplikation af identite- 1
ten (12¢) med 6!=720 og sammenligning af koefficienterne til leddene af |

hoejeste grad giver /,+ 73+ /,=15. Vi mé4 da have i;=9, hvormed
n+2 n+3 n+4
2("57) 40 (75) +s (")

og A% 3) &Aiwvihiwviﬁiv. w

An; 3)

6 6 6

J __,,
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Vi forlader her den almindclige teori og gar over til at betragte nogle
. . .. = (=]
speciclle tilfaelde. Forst skal S, (n)-polynomieme omtales, og da 2 hviler
pi nogle af disse polynomiers egenskaber, vil vi i 3 give en fremstilling,
der er logisk nafhengig af 2.

3. Potenssummerne S,,(n). Man kender formlen

Sitn) =X a = (*3".

2
a=1
og en simpel omskrivning af

S,(n) HNAQM - n(n+1Y2n +1)

a=1

Sun) = A:+HV+A3+J .

giver
3 3

Vi vil finde tilsvarende formler for storre p.2

Lad i det folgende kP betegne talkoefficienter med i = L2, ...,p. Vi
betragter formelt

as m%.: _ N A:iv.

= T \p+l

Vor forste opgave er da at vise, at skrivemaden (13) er mulig og entydig.
Af (13) fas

14 M»ﬁaivn%wﬂauﬂtvn%.

i=1 r+1 i=1 p+1
Da .
A§+mvlm§lu+mv _ A§I~+@.
. p+1 p+1 ) P ’
giver (14)
P — 143
(15) 2K A§ eiv -,

indszttes heri efter hinanden vaerdierne n = 1,2,...,p, fasligningssystemet

a .
4]

a1 B(757) +1()

2p—1 2p—2
» : P=2\ .,
»nA P viwlA P v+£1wA

I
)
S

2p-3
%ﬁ v+ ...+EA%V = pP.

* Disse formler er forst angivet af Worpitzky [7]. De er ogsa bevist af Piza [5]. Andre
formler for potenssummerne er nylig angivet af J. Lohne i dette tidsskrift [3].

J
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Her er p ligninger med p ubckendte; koefficientdeterminantens vierd;
er 1, hvorfor ligningssystemet har netop cct st losninger. Dette viser,
at udtryksmaden (13) er entydig, ifald den er mulig. Lad derfor k2,
t=1,2, ..., p,idet folgende veere de ved (15*) bestemte tal.

Ifolge (15%) galder (15) for n=1, 2, ..., p; ved dirckte inds@tning ses
den ogsd at vare rigtig for 7 =0. Da begge sider af (15) er polynomier i
n af hojst p'te grad, ma denne ligning derfor vare en identitet. Nu er (15)
ensbetydende med (14); endvidere forer addition af ligningerne (14) for
det benyttede n og alle mindre, hele positive vardier tilbage til (13),

saledes at ogsi denne sidste ligning ma vere gyldig for alle hele, positive n.

Hermed er muligheden og entydigheden af (13) bevist. Tilbage stir at
beregne koefficienterne; inden dette sker, vil vi dog vise to egenskaber
ved disse.

Efter det netop sagte er begge sider af (15) polynomier i n af netop
p'te grad; multiplikation af denne identitet med p! og sammenligning af
Lkoefficienterne til leddene af hojeste grad giver

(16) Swr = pr.
i=1

Endrvidere gzlder

(17) we,w = anil..

Efter det i 1 sagte er (17) en folge af den allerede nevnte relation
(9) Spn—1) = (=1)P*18,(-n),
som vi derfor vil bevise nu. Af (14) findes
8,(n)—8,(n—1) = nP,

og denne ligning mé gelde for alle n. Settes specielt n=1, fas 8,(0)=0,
og n=0 giver derpa, at ogsa S, (—1)=0. Inds=ttes efter hinanden ver-
dierne —1, —2, ..., —n+1, og adderes de fremkomne ligninger, findes

1

b3

—S(~m) = 3 (—kp = T%M k= (—1)8,(n—1),
=1

k

1

der er enshetydende med (9).

Da S, (n) > 0 for alle hele, positive n, si folger af (9), at S, (n) ikke kan
have andre heltallige nulpunkter end 0 og — 1, hvilket allerede er inde-
holdt som et specielt resultat i satning 3.

Vi vil nu bevise, at koefficienten k? bestemmes ved formlen

(18) o= 3 (= 1)i-ije Aetv .
J=1 . =7

OM POTENSPRODUKTSUMMER 13
Dette sker ved dirckte indswettelse i systemet (15%), Den 't ligning i
dette system kan skrives

EAET_V t,,WA:TMV I Asiv t&@ _—

1—1 1 —2 1

eller, pa kortere form:

1—1 .
Mwwlﬁ A%.Tﬁv = sﬁ.

r=0 r
Indferes her &7 fra (18), fas
i-1 ir /
N {yier—ip Nv.._.w VAﬁuTv.v” »
?WS,HA ) QATT“ , )=

Denne ligning skal altsd vises at veere rigtig. Ombytning af summa-
tionernes rekkefolge giver . :

(19) w,.;|:s.-¢ﬁMT:A.ef Xsiv —ir.

t—j—r r

j=1

For at godtgere dette betragter vi identiteten

(1+z)P+(1 42)P1 = 1,

der (for [z] <1) kan skrives

Wﬁutv %.M.T:,Aﬁiva, = L.

g=0 q r=0 r

m&mmm her Loefficienten til z» pa begge sider af lighedstegnet, fas

d L(p+1\ [(p+r\ [Oforn >0
MW\MAIC A§IqVA r vleoH.:Ho.
Med benyttelse heraf er rigtigheden af (19) — og dermed ogsi af (18) —
Klar. .
Af (18) kan alle koefficienter k7 beregnes. Specielt ses — med benyt-
telse af (17) —, at for alle p er k7=kp=1. For de gvrige verdier af 4
gzlder relationen .

(20) K = (p+1—0)kP+ikP, 2 <4 < p—1.

Dette indses, nar man for de to %’er pa hgjre side inds=tter de ved (18)
bestemte vardier og reducerer; man far da netop udtrykket (18) for kP,
Reduktionens detaljer forbigis her. ¢

Det ses, at (20) medferer, at alle kocificienterne ¥ er positive. Det
bemzarkes jovrigt, at hvis vi definitionsmessigt setter H=k2"=0, si
gelder (20) ogsa for i=1 og i =p.

J



Ved hjalp af (20) kan man angive en simplere beregingsmadde fop
Koefficienterne &7, idet disse stilles op i et skema analogt med Pascalg
trekant; tallene i enhver rackke svarer til en bestemt p-vaerdi, som er
anfort helt ude til hojre. Diet i’te tal i den p’te rakke er k7. Skemaet

betyder siledes for eksempell for p=35, at

6 © 6

n 2 5
S (3 e (") reo (") (1) (19).

6

a=1

(Y
[
LI

q\ 1 57 302 .
8§ 1 120 1191 2416 1191 120

‘\H 247 4293 15619 15619 4293 247

X T O Ot W

Umiddelbart uden for selve koefficienttrekanten er il begge sider an-
bragt tal 1,2, ...; disse tal skal veere koordinater for de sojler, der udgi-
ende fra ethvert tal gar skrat nedad til hojre, resp. venstre. Koordinaten
til en sidan sejle er p-vaerdien for det ettal, der stir gverst i sgjlen. Hvert
tal 1 skemaet fir derved to koordinater; tallet K? star i den p’te rakke
som nr. ¢ fra venstre og far derfor koordinaterne (p+1—1,1). F. eks. har
k;=120 (i skemaets venstre halvdel) koordinaterne (6,2), medens k% =120
(1 skemaets hojre halvdel) har koordinaterne (2,6).

Formel (20) giver en simpel opbygningsregel for tabellen: hvert indre
k? kan findes ud fra de to nzrmeste tal i reekken ovenfor, idet hvert af
disse tal ganges med den felles koordinat til tallet selv og k%, hvorefter
de to produkter adderes. Til eks. er

k= 15619 = 5.1191 +4.2416.

Metoden giver siledes ret nemt koefficienterne for selv forholdsvis store
veerdier af p.3

2 Ifelge [€] og [T} har allerede Euler betragtet de tal, der her er betegnet L7, Ifolge [5]
har prof. @ystein Ore foreslaet betegnelsen »Kummer-tale for disse kocfficicnter, fordi
Kurnmer har arbejdet en del med demn. Bade Worpitzky og Piza angiver den hor gengivne
rekursionsformel (20).

J J
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. ”
4. Polynomiet [[ (r+ k). Vi betragter polynomiet
k=1

NNAaJrSuMhngaih ‘
k=1 g=0
da er for g>1

(21) Lyn) =3 kky .. k

hvor der i K kun forekommer rene ulighedstegn. Det folger da af den
almindelige teori i 2, at Ly(n) er et polynomium i », og at dette poly-
nomium har graden 2¢ og hovedkoefficienten 1/(2¢)!1.4
Antallet m af ulighedstegn i summationsforskriften X er ligg—1; vi
vedda,atg—1,¢—2,...,0, —ler samtlige heltallige nulpunkter i Ly(n).
Af den almindelige teori folger endvidere, at der findes entydigt be-
stemte koefficienter %, siledes at der gzlder identiteten .

7 .
(22) . Lmy = 233 ("),
i=1 2
Indsxttes nu efter hinanden verdierne g9+, ...,2¢—1for ni(22),

fremkommer folgende ligningssystem:

2q ’

2q+1 2q

Q n —

e 1A% () Fda+1)

3¢g—1 3¢—2 2q

NNMA 2 v +~_M1A 29 v+...+$Ammv = L, (29-1).

Ved sammenligning af (22*) med ligningssystemet (15*) og dettes los-
ning ser man, at der m3 gelde

o.H.. Cqviej [29+1 .
(23) M= 2 00 (T L.

Vi kan ogsa her skrive koefficienterne op i et skema analogt med
Pascals trekant; det i'te tal i den g'te rekke er he.

¢ Man har definitionsmassigt (2n)1! = 2-4-6- ... - (2n—2)-2n og (2n—1)!! =
1:83:5-...-(2n—3)(2n—1). (Se f. eks. I. P. Natanson: Konstruktive Funktionentheo-
rie, p. 9, Berlin 1955.)

: J



_63 ?&,.i, s .,Nm. wm. 7
= B \ 1

el N E d}V/_ N 2 M

. f / 1 8 6 3

el 1\ 22 58 24 _ 4

J 1 52 '\ 328 /_,,ﬁ» 120 5

1/ I 114 2436\ 4400 3708 720 6

A@ I 240 8362 68360 58140 33976 5040 7

1 404 28806 376184 1042660785256 341064 40320 8

Vi vil vise nogle egenskaber ved disse Wommwmmmsdow Af L (q)=q! folger
hd=q!: endvidere er h{ =1 for alle g. For at vise dette mamﬁm UmSmﬁWaw vi,
mﬁ rQ:Ecmb (8), der her bliver

Lyn-1) = Ly(-n),
sammenholdt med (22) giver, i overensstemmelse med (12) og (12b),
g n+2q—1
29 LX) = MRS
22a) L (n) = I A 2 V .

Da nu Ly (1)=1, si findes 2{=1 ved indszttelse af veerdien n =1 i (22a).
Multiplikation af ligningen (22) med (2g)! og sammenligning af koeffi-
cienterne til leddene af hojeste grad giver

(24) = (2¢-D!t

.[\3‘

I
—

+

den samme ligning (24) felger ogsd ved induktion ud fra den nedenfor
beviste, for 1 <1 <g gyldige ligning

(25) By s = (q+O)hi +(g—0)hE .

- I|‘

Ved hjzlp af (25) kan man ogsa vise, at der galder A=
den i 2 definerede koefficient.
I beviset for relationen (25) benytter vi, at dersom for 0<j <+

aG) = @+ (77 ) -0 (271,

2k%, hvor kf er

27—1

idet specielt A !

v regnes for at vare 0, sa gelder for 0<j<i~1

.m@..~+mc.+ 1) _ Amm.:v.

g+j g+j+1 t—j

J .

VIO A WZ ALK TTIEZA/U DN AU VN LY

Dette kan godtgores vod en divekte indswttelse og reduktion, sor
forbigas.
Af (23) fas

Ry = .vl

ML
Liﬁwi vh Al_i.v

.H = i~1—j 291 o
M = 3y () -1,

= 1—1—

hvor man i sidste ligning gerne kan summere helt til 7. Vi vil, ve
benytte haejresiderne af disse to ligninger, vise, at udtrykket

8 =(g+9)hi7, +a|5 R

Cer bm 788 side af (23). Vi finder straks

I Lvrgcp-_a L)

J=0
Da imidlertid . . : .
Ly(g+7) = Lylg+j = 1)+ (g +)) Lga(g+j-1)
og altsa : - ’
L, ,(q+5-1 Lyq+7)—Lylg+j—1
(g +j—1) = QIA (@+5) = Lolg+j—1)),
s& bliver mAv
J . .
- S (—1)i- L(g+j)—L,(g+j—1)
| TMO T yag L) = Lola+ ).
%)) mc+:v N .
= — 1)t ———— ) L(g+j)+ L,(g +
W& Y (C2+ 29N L+ 1a+i)
: _ 1 .
= > (-1 (1) Bg ) = .
J=0 =]

Hermed er ligningen (25) bevist; det tilfojes, at dersom vi ind:
R§=h{,, =0, sd gelder (25) ogsa for ¢=1 og i =g. Ligningen kan, nér
gar ud fra 2} =1, benyttes til beregning af koefficienterne. Man bemae:
at det af (25) folger, at alle koefficienter 27 er positive.

Vi kan nu udtrykke polynomiet JJ (z+k) ved

k=1

IT @ik = %AJHV&L

k=1 =

742 g _
+ nd +2 R | P ﬂﬂmaiv%rf.:i
4 4 = 29
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hvor koetticienterie A% er tallone i den ¢'te rackke i dencanforte koeffie _o:a-
trekant.’

5. Bernoullis tal. De foran anforte eksempler pa forskellige klasser af
polviiomier kan suppleres med flere; jeg skal dog afsta derfra, da disse-
eksempler. skont interessante 1 sig selv, i deres behandling ikke afviger
ret meget fra det allerede sagte.

Tmidlertid kan de metoder, der er anvendt i det foregiiende, ogsa be-
nyttes til at finde formlexr af helt andre typer. Man kan siledes finde ad-
skillige eksplicite formler for Bernoullis tal B, pa den made, at man ud-
trvkker Bernoullis polymomium B,(n) ved et passende system af linesert
uathangige polynomier, hvorefter det konstante led opsoges.

Vi vil her nejes med at vise, hvorledes B, kan udtrykkes ved koefficien-
terne I}; med principielt samme metoder kan man imidlertid udtrykke
B, ved polynomierne L (n) eller ved tallene A;.

B, (n) er entvdigt ‘cmuﬁﬁbe ved at skulle have graden » og tilfredsstille
betingelserne [1, p. 173]

B(z+1)—B(z) =™, »=10,1,2, ...,

Om ’ .
B(z) = v+B,_,(z) ,v=1,2 ...,

T

B, defineres som det konstante led i B,(n).
Som folge af de opstillede betingelser for B (n) ma der gzlde

B, (m+1) = (+1)S,(n)+B,,;
ved differentiation heraf finder man

Bl,(n+1) = v+ 1)S(n),

hvoraf ,
(»+1)B,(0) = (v+1)8,(-1),
d. v.s. ,
B, =8/(-1).
Nuer p .
, Y n+1
S =k —
() _m Ydn Ae+ Hv
og derfor
, o =D+ 1-=29)! L 1 i R
S(=1) = M1 N e e MJ — 1yt 1
A=) = R (R0 = 3= \A 3
i—1

eller, nar ¢ ombxttes moed » +1—1:

5 Worpitzky har ogsa betragtet tallene 19; han angiver ikke rekursionsforimlen for dem,
men siger blot, at en sadan kam findes.

J | 9

— P e i S

Indfores heri udtrykket (18) for &, finder man

_ b4 d..
B, =—:1 Y X (-17 .
v+1 77 0 Aev
)
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KRONIKK, SUMMARY 55

ETT NORDISKT SYMPOSIUM

dver anvindningen av matematikmaskiner (operationsanalys, databehandling, tek-
niska problem) med huvudvikt p& siffermaskiner anordnas i.Karlskrona av
Matomatikmaskinnimnden och Kungl. Orlogsmannasillskapet den 14—15 maj 1959.
Ett antal forelisaro har inbjudits att hilla foredrag av éversiktskaraktir. Sym-
posiot omfattar iiven en avdelning féredrag inriktade pa speciella problem.

I samband med symposiet arrangeras on utstiillning av utrustning pé matematik-
maskinomridet. Utfiirder samt siirskilt damprogram kommer ocksé att anordnas.
Program med anmiilningsblankett utsiindes omkring den 10 mars. Niirmare informa-
tioner limnas av byrdchel G. Hiivermark, Matematikmaskinnimnden, Box 6131,
Stockholm 6, tel. 23 55 90, ellor kommenddérkapten Y. Rollof, Orlogsvarvet, Karls-
krona, tel. 19440.

INTERNATIONELLA MATEMATIKERKONGRESSEN 1962

Svenska Nationalkommitten fér matematik och Svenska Matematikersamfundet
har utsént detta upprop:

To mathematicians of all countries.

The Swedish National Committee of Mathematics and the Swedish Mathe-
matical Society have the honour of inviting you to the next international congress
of mathematicians, to be held in Stockholm during the summer of 1962.

We will do our best to make the congress scientifically successful and enjoyable,
hoping that it will stimulate the interaction between mathematicians in different

fields and countries.

SUMMARY IN ENGLISH

Ove J. MuxncH: Sums of products of powers. (Danish.)

The author considers sums of the form

n
An; q) =X kPk? .. kP, pitpat . +p =P

K
where always 1 <k;<n, and where K denotes & rule of summation of the type
by Sk (S - Sk including m pure inequalities. It is shown that A(n; q)is a
polynomial in n of degree p + ¢, with zeros m, m — 1, ...,m—gq (and only these
integor zoros), and with the leading coefficient

q t" -1
11 ("’ + 2 ’I)t) .
y.o1 i1

If K* denotes the rule of summation rosulting from K by interchanging tho sigus
< and <, and if A*(n; gq) is the corresponding sum, then

An—1;q) = (= 1)PHA*(=n;q) .

e ik



56 ' ‘ SUMMARY

The two sums can be represented in terms of binomial coefficients: i

) PpHg—m~1 n4 I3 p+m n+1
ama = 5 42T aveio =T (0]
o {=g—m P+q {=m+1 P+q
where each sum contains p terms.
As applications of the general theory, the author gives new proofs of some results
of Worpitzky concerning the sums ‘
n P n+i i 7 n+1t
Syn) = X kP =):k?( ) Lo = Sy o = 2 ("),
PR S S \p+1) TP ri TE T
. where K contains only pure inequalities. The coefficients satisfy the following
relations:;
K=kby, ikl =k =1; k? = P+ 11—kt +ik?™?, 257 sp—1
B =1, 0 =ql M= @+h i +@—DhZ, 2= =91
The recurrence formulas give rise to a simple calculation of the coefficients, in
anslogy with Pascal’s triangle.
Tt is finally shown that the Bernoulli numbers B, can be expressed as

(v—{-l
A . i—j)

f ‘l‘+1(_l jo=1 (V)
1

Vicao BrUN: An application of a “carpenter’s curve’ to Simpson for-
mulas. (English.) '

A “carpenter’s curve” is defined by cutting off corners of a polygon in a suitable
manner, cf. figs. 1-2 p. 21. A simple formula for the area enclosed in such a curve
is derived. The result is used for approximate integration by threo and four non-
equidistant ordinates, leading to new proofs of formulas given earlier by the author
and by Selmer.—A “‘carpenter’s surface’ resulting from a polyhedron is also defined.

Ernst S. SELMER: A note on the preceding paper by V. Brun. (English.)

Tt is shown that two of Brun’s approximate integration formulas are immediate
consequences of another method which has earlior been used by the author.

_ Fr. FaBRICIUS-BJERRE: On linearly-monotone elementury —Curves.

(Danish.)

Given an oriented plane curve AB and a line [, which have the points
P, P,, ..., P, in common. The curve AB is called linearly-monotone if, for every
line I, the points Py, Py, ..., P, are placed in the sams order on the curve as on
the line. A linearly-monotone curve has no double point but there may be inflec-
tional and cuspidal points. No part of the curve may be a spiral.

M. Barner has callod a curve strongly-convex at a point P if thoere oxists & line
through P, different from the tangent, which has no other point than P in common
with the eurve.

The main theorem of the article says that a curve which is composed of 8 finito
number of convex arcs (an elementary curve), is linearly nonotone if and ‘only if
tho curve is strongly-convex at every ordinary point.

i




