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RELATIONS BINAIRES, FERMETURES,
CORRESPONDANCES DE GALOIS;

PAR J. RïGrUET.

Introduction.

Le présent travail est le résultat de la mise à jour d'une étude qui avait été
faite alors qu'il était encore impossible de se procurer les Mémoires parus pendant
la guerre, notamment ceux de 0. Ore et G. J. Everett ([14],J15]).

Un, double but est poursuivi : d'abord établir un certain nombre de formules
relatives à des relations binaires quelconques permettant dé réduire considéra-
blement dans les démonstrations l'emploi d'éléments variables des ensembles de
base et grâce à ces formules établir les propriétés élémentaires des relations
binaires les plus utiles; ensuite définir et étudier les fermetures sur un ensemble
ordonné et les correspondances de Galois entre deux ensembles ordonnés et
représenter certaines fermetures et certaines correspondances de Galois à l'aide
de relations binaires. Les définitions et les propriétés abstraites ainsi élaborées
permettent de simplifier l'exposé de nombreuses théories mathématiques et
peuvent jusqu'à un certain point guider dans les recherches.

Les applications du calcul des relations binaires sont innombrables, car les
seules relations qui interviennent couramment en mathématiques sont les relations
binaires et des relations ternaires d'un type particulier : les lois algébriques.
L^importance des relations quasi fonctionnelles (Chap. I, § 6) est évident : la
noiion de fonction est la base même des mathématiques et pratiquement une
relation n'est effectivement donnée qu'à partir de relations fonctionnelles. Les
relations d [fonctionnelles (Chap. J, § 7) permettent de généraliser les lois
d'homomorphisme dans les groupes(4) . D'autre part, si T est une loi algébrique
non partout définie sur un ensemble, il'arrive souvent que la relation « x'\y est
défini » est difonctionnelle ( 2 ) . En géométrie élémentaire, un exemple de relation
difonctionnelle est donné par la relation d'orthogonalité.

Il n'est pas de chapitre de mathématiques où la notion de relation d'équivalence
ne joue un rôle. On trouvera un exemple de l'emploi des relations de quasi

( * ) Si Y. et F sont deux groupes dont on désigne les éléments unités respectifs pare et/, si
R c F X F est une relation difonctionnelle compatible avec la loi de groupe et le passage à l'élé-
ment inverse et s'il en est de même pour R', R ' (F) et R ( E ) sont des groupes admettant respecti-

vement R ' ( / j == R ' R ( e ) et R ( e ) = RR'( / ) comme sous groupes distingués et l'application cano-
D ^ / p i \ R / F ^

nique déf inie au Chapitre I, paragraphe 8 entre -z-r—^ et ——^ es^ un isomorphisme (dit cano'
R'(/) R(e )

nique) entre ces deux groupes quotients.
( 2 ) C'est le cas en particulier pour un groupoïde de Brandt.
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équivalence dans [18]. Enfin les relations d'ordre constituent le fondement même
de la topologie. Elles on fait l'objet de travaux très nombreux (voir en parti-
culier [5] et aussi [6], qui contient une bibliographie très détaillée).

L'emploi des fermetures est indispensable non seulement en topologie, mais en
algèbre. Si T est une loi algébrique associative sur un ensemble E et si X est un

««
sous-ensemble de E, on définit la fermeture algébrique X de X comme étant
l'ensemble des XiT . . .Ta?n, (^1)1^^ parcourant l'ensemble des familles finies
d'éléments de X. L'ensemble des parties de E stables pour T est l'ensemble des
parties X fermées pour «« . On appelle loi produit et l'on désigne par le même
symbole T la loi algébrique sur ExE définie par (^i,yi)T(^2^y2)==(^iT^2 5^1 Ty 2).
On dit que la relation RcE x E est compatible avec T, lorsque R-TRc H, c'est-
à-dire lorsque R est stable pour la loi produit (comparer à la définition de [ 11,
§ 4, n° 3, lorsque R est une relation d'équivalence). Lorsque X est une partie
stable pour T et que la relation R est compatible avex; T, R(X) est stable pour T.
Lorsque T admet un élément neutre, que la partie X contient cet élément neutre
et que la relation R est compatible avec T î R[X] est stable pour T. Ceci s'applique
encore lorsque RcE xF, F étant un ensemble différent de E. (Un bon exemple
d'application est fourni par la correspondance de Galois définie dans la propo-
sition 9 et le théorème 3 de [2], § 5, n°6.) Au Chapitre I, paragraphe 3 nous
rencontrerons des exemples de G fermetures sur les relations binaires.

Un exemple important de correspondance de Galois est le suivant : Étant donné
une relation d'équivalence R sur un ensemble E nous appellerons groupe
d^ inertie de R et nous désignerons par ^R ( ^ ) le sous-groupe du groupe des
automorphismes de R (c/.'Ghap. I, § 12) constitué par l'ensemble des permuta-
tions ï telles que 2cR (2). Étant donné un groupe de permutations ^ d\m
ensemble E, nous appellerons équivalence de transitivité de ^ et nous dési-
gnerons par T^ la relation d'équivalence T^ = \J 2 soit ̂  o un ̂ P0 de P01'"111-

Se^
talions de E. On montre facilement que le couple d'applications qui, d'une part
fait correspondre T^ au sous-groupe ̂  de ^o et d'autre part fait correspondre ̂
à la relation d^équivalence R, est une correspondance de Galois entre l 'ensemble
des sous-groupes ^o muni de l'ordre d'inclusion et l'ensemble des relations d'équi-
valence sur E muni de l'ordre dual de Perdre d'inclusion.

Les différents rapports qu'entretiennent entre eux les différents concepts qu'on
peut choisir comme notion fondamentale pour la définition d'un espace topolo-
gique : notion d'ensemble ouvert, notion d'ensemble fermé, notion de fermeture ,
notion d'ouverture, notion de voisinage, notion de convergence définissent des
correspondances de Galois. Considérons par exemple le concept de voisinage et le
concept de convergence. Convenons d'appeler une relation binaire V c ?(E) x P(E)
une relation de voisinage lorsqu'elle satisfait aux trois axiomes suivants :
i° V est transitive; 2° quel que soit Xe 1P(E.), V(X) est un fi l tre: 3° Vc^\

( 1 ) S étant la première lettre de Tragheitsgruppe, nom allemand du groupe d'inertie dans le cas
où R est une congruence modulo un idéal premier dans un corps.

( 2 ) Des conditions équivalentes sont R S c R , S R c R . Rï: == R, SR = R.



— 116 -

J désignant la relation d'inclusion. Convenons d'appeler une/relation binaire
<$CEX0 (<ï désignant l'ensemble des filtres surE) une relation de convergence
lorsqu'elle satisfait aux trois axiomes suivants : i° (^)^i étant une famille de
filtres quelconques: «quel que soiu',C| a?, ̂ |» ^=e|^, 0^|; 2° Si ^2 est

^ H - " $$ . tei ^
filtre plue fin que ffi, C^x, ff^-^C^x, ̂ 1; 3° quel que soit a?€E,
<°|a?, <y(a?)|. Étant donné une relation de convergence € nous définirons une
relation de voisinage associée Ve par : Ve(^) est le plus fin de tous les filtres 9
tels que <°|*r, S7!. Étant donné une relation de voisinage V nous définirons une
relation de convergence associée Cv par : Cv | a-, ^ | ̂  V(.») c ̂ r. Alors le couple
d'applications, qui d'une part fait correspondre Ve à la relation de convergence (5,
qui d'autre part fait correspondre Çv à la relation du voisinage V, définit une
correspondance dé Galois parfaite entre l'ensemble des relations de convergence
et l'ensemble des relations de voisinages sur E.

La correspondance entre filtres et grilles définie par G. Choquet (1) donne
encore un exemple de correspondance de Galois parfaite. On en trouvera
d'autres dans [18].

Indications historiques, — Les notions de relation symétrique d'une relation,
de relation composée de doux relations, ainsi que la notion de coupe d'une relation
par un élément étaient déjà connues de De Morgan (1860). Cependant chei
De Morgan, de même que chez Peirce, ces deux dernières notions notaient pas
clairement distinguées; la distinction ne devint explicite que chez Frege (1879),
La notion de fermeture transitive est due à Frege (1884), de même que la
notion de relation fonctionnelle. Ernst Schrôder a publié dans le tome III de son
Algebra der Logik en i8g5 un énoncé qui équivaut à la formule numérotée (3a)
dans le Chapitre 1 de notre travail. Cette Algebra der Logik contient du reste
l'essentiel du matériel utilisé quelques années plus tard par Whitehead et Russel
dans les Principia mathematica. Depuis, à part un travail ( a) de Dénès Kœnîg,
plus apparenté à la théorie des graphes qu'à la théorie des relations', aucun mémoire
n'apportant des résultats nouveaux sût la théorie des relations quelconques n'a
paru, à notre connaissance.

En ce qui concerne la notion de G fermeture, le fait qu'une C fermeture peut
être obtenue à partir d'une /\ partie cofînale se trouve déjà implicitement dans le
concept d'ensemble « extentionally attainable » de E. H. Moore.

L'idée de correspondance de Galois se trouve déjà implicitement dans [7].
Nous avons donné ici une théorie des relations binaires qui ne suppose pa«

connue la notion de structure algébrique. Si l'on suppose connue du lecteur la
notion de structure algébrique, on peut donner une présentation abstraite de la
théorie des relations binaires en considérant une lattice complète à multipli-
cation V distributive. Cette présentation englobe le calcul des complexes dans un

( l ) C. jR. Acad. Se., Paris, 20 janvier 1947.
( a ) DÉNÈS KOENIO, Fundamenta mathematicœ^ 8, 1926, p. ïi4-i34; Mathematische Annalen^ 95,

1926, p. i35-i38.
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groupoïde de Brandt ( ( ) . Nous avons esqaissé ailleurs [16] une présentation
abstraite des relations Ti-aires.

Dans l'esprit de l'auteur, le présent travail doit servir d'introduction à une
théorie générale des invariants (une relation R étant un invariant des relations Ri
et Ra .lorsque R peut se déduire de Ri et Ra par certaines opérations bien
définies; par exemple R= ( R i R a n A ) R a est un invariant de Ri et Ra) et a une
théorie générale de Galois analogue à celle qui a déjà fait l'objet d'une étude de
M. Krasner [Î2]. Aucune autre connaissance que celle des notations habituelles
de lathéorie des ensembles : appartenance d'un élément à un ensemble, réunion,
intersection de sons-ensembles, produits d'ensembles, etc. n'est exigée du lecteur.
Nous supposons seulement à propos de la représentation des relations binaires
par des matrices'que le lecteur connaît la définition de la somme, du produit et
du produit tensoriel (encore appelé produit kroneckerien) de deux matrices ( 2 ) .

I. — Relations binaires.

Notations. — Les notations employées sans avoir été définies sont celles
de [Eus. R].

Le signe -> est celui de l'implication de deux propositions, le signe ^ celui de
leur équivalence.

Le signe 3 a? se lit « il existe un x tel que . . . ».
Pour des raisons typographiques, on utilisera ici un accent .comme symbole de

complémentation d'un sous-ensemble au lieu du C de N. Bour'baki.
E, F, G étant trois ensembles quelconques R|^?»y| étant une relation

binaire ( 1 ) quelconque entre'éléments .reE, y€F; S|^, ^| étant une relation
binaire quelconque entre éléments ^eF, ^ € G , nous conviendrons, pour simpli-
fier le langage, de toujours les identifier avec leurs sous-ensembles représentatifs
RcExF, ScFx G.

^ensemble symétrique de R [Ens. R, § 3, n° 4] sera noté R, c'est un sous-
ensemble de F x E défini par

"Rly^l^Hl^yî.

^ensemble composé de R et S [Ens. R, § 3, n° 10] sera no té S eR ou encore SR,
lorsque aucune confusion n'est à craindre, c'est un sous-ensemble de Ex G défini par

SRga?, ^|^« 3^6F, R^.z? ,^^et S ^ y , t% ».

On appelle coupe de R suivant x et l'on note R(a?) l'ensemble des y € F tels
queR|.2?,y|.

( t ) Le calcul des relations binaires n'est pas autre choie, en effet, que le calcul des complexes
dans E x E muni de la structuré de groupoïde de Brandt définie par la loi dyadique :
(^,'-e),(a7,y)=(a7, z}.

( t ) Pour la définition du produit tensoriel ou kroneckerien de deux matrices on pourra consulter
[3], § 1, n° 6, ou encore MAC DUFFEE, Theory of matrices. Ergebnisse der Mathamatik^ Berlin,
1933, p. 81, qui appelle ce produit « direct product ».

A. Chatelet [12, 13] appelle une relation binaire entre éléments d'un même ensemble « auto
correspondance ».
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X étant un sous-ensemble de E, nous appellerons coupe de première espèce
de R suivant X et nous noterons Ii(X) le sous-ensemble de F

R ( X ) = = l j R ( ^ ) (comparèr[Ens.R,§3,no'6,7]).
a-€X

Nous appellerons coupe de seconde espèce de R suivant X et nous noterons
R[X] le sous-ensemble de F

R[X]=^R(.r).
.rex

Nous poserons par définition
pnR^R^F), p r 2 R = R ( E ) .

1. Propriétés des- coupes de première et de second® espèce. — Les formules
ci-dessous donnent les principales propriétés des coupes die première et de seconde
espèce qui se laissent facilement démontrer, lesR désignant des relations binaires
entre éléments E et F, les X des sous-ensembles de E, les Y des sous-ensembles de F.

(1) S ( R ( X ) ) = ( S R ) ( X ) (H;
(2) R ( X i u X 2 ) = R ( X i ) u R ( X 2 ) R [ X , u X 2 ] = = R [ X i ^ n R [ X 2 ]

et plus généralement si S cîl(E), et plus généralement si ^'cp(E);

(3) R/ \jx\ = ^JR(X) pf \j^ p\^m
\xçfF ) X€É? L X € ^ J xe^

en particulier R(0) = 0, en particulier R[0J = F;
( 4 ) XicX, -^R(Xi )cR(X2) , XicX2->R[Xi]3R[X.2];
( ) ) R ( X i n X 2 ) c R ( X i ) n R ( X 2 ) , R [XinX2]3R[Xi ]uR[X2] ;
( G ) ( R i u H . 2 ) ( X ) = = R i ( X ) u R 2 ( X ) ( R i n R 2 > [ X ] = Ri [X]nR2[X]

et plus généralement si (^.cy(ExF), et plus généralement si ^.cîP(ExF);

(7 ) (\J^\W=\J^W ^f^K\[X]=^R[X]
Viie^ / Rçôi \R6^ / Re^

en particulier 0(X) = 0, en particulier (E x F)[X] = F;
(8) R icR2-^Ri (X)cR2(X) , RicRo.-^ Ri[X]cR2[X];
(9) ( R i n R 2 ) ( X ) c R i ( X ) n R 2 ( X ) , (Ri i^nX^RitXJuRsCX];
(10) ( R C X ^ y ^ R ^ X ] , (REX^R^X);

^^^ Sï^: ^i-l^ :!^;
( i '.\ ) pri R == pr^ R, pra R = pri R ;

(13) pl'iSR = R(pr iS)cpr iR , pr^SR = S(pr2R)cpr2S;

(14) R ( X ) = R ( X h p r i R ) , ~R(Y)=~R(Ynpr2R);

( i ) ) Xcpr iR ^ XclRR(X), YopraR ^ YcRR^Y) ;

(16) priR =~R(F) =~RR(E) ='R(pr2R), praR = R(E) = RlR(F) = R(priR);
(17) X ^ 0 -^ R[X]cR(X),
(18) S[R(X)]=(S'R/[X],

(19) Xn~R(Y)=0 ^ YnB(X)==-0,
(20) Xc'R[Y] ^ YcR[X.].

( 1 ) II n'existe pas de relation analogue à celle-ci pour [ ], mais si l'on pose R X ==R[X' j

i (i).e tSQR^S'R^alorsS R fx1 = ( S © R ) ( x l , q u i est analogue à (i).
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Les formules de (i) à (12) se démontrent très facilement en se reportant aux
définitions.

(13) résulte de ce que

priSR=slR(G)=='R ~S(G)=="R(pr iS)

d'après (24) donné ci-dessous. Or, pr iScF. Donc d'après ( 4 )

R(pr . iS)cR(F)== priR.

On montre de même la seconde formule de (i3).
(14) résulte de ce que

R ( X ) = l l R ( a 7 ) = H R(a?), puisque a-^priR -> R(.r) = o;
.z'€X ,r€XnpriR

(15) se démontre ainsi : Xcçr iR-^X^RR(X) , car si a-eX ->a'epi'iR, on a R(A') ̂  o.
Or a-eX->-R(-a')cR(X) diaprés (4). DoncyeR(a ' ) -^yeR(X), c'est-à-dire

.»e~R(y)-^y€R(X)^~R(y)c"RR(X)

— i — i
diaprés (4). Donc a?eRR(X) quel que soit a?€X, c'est-à-dire X c R I V X ) . Par
ailleurs X c R R ( X ) - > - X c p r i R d'après (4), puisque R ( X ) c F . La première formule
de(i5)est donc démontrée; la seconde formule se démontre de manière analogue .

(16) résulte de ( i4) en faisant X == E, Y == F ;
(17) résulte de ce que ^R(^)c ljR(.r);

xe\ .rex
(18) résulte de (10);
(19) se démontre ainsi

Xn'R(Y)^0^3;r€X, 3yeY, ^eR^.^^a^eY, 3yeY, ,reH(.r)
^YnR(X)^0;

(20) se démontre ainsi

Xc~R[Y] ^ Xn("R[Y]) /==0 ^ XnR' (Y)=0
, ^ R ' ( X ) n Y = = 0 ^± ( R [ X ] y n Y = o ^ Y c R [ X ] ,

en appliquant successivement (10), (20) et (10).
On déduit immédiatement de (19) que

(21) XDR^Y) ^ r^R(x /).
On a

(22) XcR^RfX]] , YcR[~R[Y]] ,
(23) R[X]==R["R[R[X]]] , R1[Y]=R1[R[R1[Y] - |];

en effet en faisant Y»== R[X] dans (20), on a X c R [ R [ X ] ] ; en faisant X = R [Y] dans (20^ ,
onaYcR[ 'R[Y]1 . D'où (22).

Pour démontrer (28) remplaçons X par~R[Y] dans(22) ,on aRtYJc'R^Rf'R [Y]]]. Or.
d'après (4), YcR^mJ^R'rYlDR^R^RtY]]] . Donc ~R[Y] ==~R[R[ 'R[Y]]] . On

démontre de même que R[X] = R["R[R[X]]].
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II est facile de démontrer que

~1 -1 _ i
RiuR2=RiU~R2, RinRa^Rin'Ra, 1?= ("R/ (i),

(24)

SR=~R~S, 'RicRa-^RiC'Ra, IR== R,
(25) S(Ri u R2) = SRi u SRa, (Si u Sa )R = Si R u Sa R,
(26) R i c R a et Sic Sa -> S i R i C S a R a ,
(27) S ( R i n R 2 ) c S R i n S R ^ , ( S i n S 2 ) R c S i R n S a R ,
(28) § 0 = ^ R ^ ^

(29) R A E = = A F R = R

en désignant par AE et Ap les diagonales respectives des ensembles E x E et F x F
[Ens. R, § 3, n° 4].

H étant un ensemble quelconque et T une relation quelconque entre les éléments de G et
de H, on a

(3°) T ( S R ) = = ( T S ) R (2).

2. La relation de Dedekind (3) . — E, F, G étant trois ensembles quelconques,
s i R c E x F , ScFxG, TcExG, on a

(3i) S R n T c ( s n T ' R ) ( R n ~ S T ) .

En effet, soit ^ e ( S R n T ) (.r). Alors

^eSR(^) ^= "S^nR^)?^,

^ € T ( . c ) ^- . r€T(^)-^R(.»)cRT(^) ,

^ € T ( . c ) -^ ~S^)cSTl(^).
Donc

S(^)nR(^)^0 -> 'RT(^)n"ST(.r)'nS(^)nR(^)^0,

-> (RT^S )(^)n('S lTnR)(a?)^0,

-^ ^(snT'R^Rr^T).

COROLLAIRE. — Si les symboles R, S ont la même signification que dans la
relation de Dedekind^ et si T c G x E.

(32) SRn 'T=0 ^ TSn 'R==0 ^ RTn~S==0
^ TSRn^AE=0 ^ RTSnAp=0 ^ S R T n A G = 0 .

En effet, eh substituant T à T dans la relation de Dedekind, on a
-i -1 ^

SRnTc(snT R)(Rn~S'r).

( 1 ) On écrit donc R' sans préciser.
( 2 ) Mentionnons que pour Q on a

T O ( S O R ) = ( T Q S ) O R ,
sO(RtnR,)=(SORi)n(SOlU
(SinS,)OR==(S^OR)n(SîOR),

( F x G ) O R = S O ( E x F ) = E x G , A F O R = R O A E = R .

( 3 ) Nous pensons pouvoir appeler ainsi celte relation, puisqu'elle contient comme cas particulier
^ la relation entre idéaux dans un anneau découverte par Dedekind.
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Donc
SRnT1^ -> Sn^rR1^ et RnS1!1'^

-> TSn R ^ 0 et R T n S 7^0.
Par symétrie .on a donc

SRnT l =0 ^ TSnR.^0 ^ RTr^S l=0.
On a

R T n S = 0 ^ SAFnRT=0 ^ ( R T ) S n A F = 0 .

De même pour les autres.

COROLLAIRE. — Si les symboles R, S, Ti, Ta désignent quatre sous-ensembles
d^un même ensemble E x E et si T^ Ti C Ti, Ta Ta C Ta on a

(33) S c T s n T a et RcTinîi1 -^ TinSRnT2== (SnTi)(RnT2) = (SnTaKRnTi).

En eflet, en faisant T == Ti nTa et en supposant E == F = G dans la relation de Dedekind,
on a

T i n S R n T 2 c ( s n ( T i n T 2 ) ~ R ) ( R n ~ S ( T i n T 2 ) ) c (snTi'p) (Rn'STa),
-1 -1 -1 -1

d'après (26). Or Se Ta, donc STaC Ï2T2CT2. De même RcTi, donc T i R c T i T i c T i .
Donc T i n S R n T 2 Ç ( S n T i ) ( R n T 2 ) . Or ( S n T i ) ( R n T 2 ) c S R n T i R n STa.
Mais Se Ta, donc STacTaTacTa ; RcTi , donc T iRcTiT icT i .
Donc ( S n T i ) ( R n T a ) c S R n T i n T a , ce qui démontre (33).

La relation de Dedekind peut être généralisée de diverses façons. Par exemple,
si Fon se donne quatre ensembles E, F, G, H et si R c E x F , S c F x G ,
TcGxH, U c E x H , on a

. - i - i \ / - i - i \ / -1-1
U n T S R c ( T n U R s ) ( s n T U R ) ( R n S T u ) ;

en effet,

diaprés (3i). Or
U n T S R = = U n ( T S ) R c ( T S n U ' R ) ( R n - S l T l u ) ,

(TS n U'R) c (T n U~R "s) ( S nÏUR ),
(T après (3i).

COROLLAIRE. — Quel que soit R c E X F,

(34) RR'CÀ'F, R^RcAe,
car

R ' n R ' = 0 ^ R ' A F n R = 0 ^ R R ' n A F = 0 , diaprés (3L>\
R n R' = 0 ^ R AE n R' == 0 ^ R'R n AE = 0.

3. Quelques définitions. — Avant de passer à l'étude de certaines relations
binaires, nous poserons quelques définitions.

Etant/donné deux ensembles E et F et RcE x F, nous appellerons fermeture
rectangle de R la relation pr.i R x praR (1 ).

(1) Lorsque XcE et YcF, nous désignons par X x Y l'ensemble des {x, y )eE x F tels que
a?€X et yeY.
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Nous dirons que R est une relation rectangle lorsqu'elle est égale à sa ferme-
ture rectangle.

Nous supposerons désormais jusque la fin de ce paragraphe qu'on se donne un
ensemble E et Pi cE x E. Nous désignerons par A la diagonale de E x E, par R
le composé R. . .R de m facteurs égaux à R.

Il est facile de voir que
RnA= RnA= RrvRnA

et que, quel que soit l'entier m,
ni m

pr iRcpr iR, p i^RcpraR.
Nous poserons

ER = pn ( R uR ) = prs(R uR)= pri R u pra R, AE; = An (ER x ER )

Nous appellerons :

Fermeture carrée de R et nous désignerons par R la relation R == ER x E^

autrement dit la fermeture rectangle de R u R ; __ — • • fn
Fermeture transitive de R et nous désignerons par R la relation R == ̂ /R (a);

771 €N*

Fermeture quasi réfiexive de R la relation RuA^;

Fermeture réfiexive (ou large') de R la relation Ru A;
— i

Fermeture symétrique de R la relation RuR;

Fermeture préordinale de R la relation R u A == A u R ;

Fermeture de quasi équivalence de R et nous désignerons par R la relation

R^RuR^A^ uRuR==AE^uRuR(3)
Ouverture antiréflexive (ou stricte) (4) de R la relation RnA';

— i
Ouverture symétrique de R la relation R n R.

Nous dirons qu'une relation R est respectivement : carrée, transitive, quasi
réfiexive, réfiexive, symétrique, de préordre, de quasi équivalence, antiréflexive (4),
si elle est respectivement égale à sa fermeture carrée, à sa fermeture transitive, à
sa fermeture quasi réfiexive, à sa fermeture réfiexive, à sa fermeture symétrique
(ou ce qui est équivalent, à son ouverture symétrique), à sa fermeture préordinale,
à sa fermeture de quasi équivalence, à son ouverture antiréflexive.

( 2 ) Nous désignons avec N. Bourbaki par N l'ensemble des entiers positifs ou nuls et par N*

l'ensemble des entiers positifs non nuls. On pose parfois Ù == AE,. Alors RuAEg==^jR. Ceci
m € N

est conforme aux principes d'algèbre, puisque la composition est associative et AE^ élément neutre
pour R ( [ l ] , § 2, Déf. 2). ___

( 3 ) En effet cela résulte d'une part de ce que À E ^ = A n ( R R u R R ) C R u R (Cf. la fin du présent
paragraphe) et d'autre part de ce que R A E ^ = A E ^ R = R (<•/. ci-dessous le corollaire de la proposition a).

( 4 ) On dit aussi stricte ou aliorelative pour antiréflexive.
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II est facile de montrer que :

R transitive ^ R c R ;
R quasi réflexive ^ R 3 AE^ ;
R réflexive ^ . R 3 A ;

R symétrique ^ R==R;
R préordre ^ Rr réflexive et transitive;
R quasi équivalence ^ R symétrique, transitive;
R antiréflexive ^" RcA'.

D'après (i3) il est immédiat que pr<R==priR, pr2R==praR, autrement dit
R et R ont même fermeture rectangle.

Une relation de quasi'équivalence réflexive sera appelée relation d'équivalence.
On vérifiera facilement que

A E , = = A n ( ~ R R u R R 1 )
R c A ^= R = AE^

et que lorsque R est symétrique

R D A ^- A E ^ = A

Remarque. — On peut définir R sans faire intervenir l'ensemble des entiers
en posant par exemple R == f\ U. L/équivalence des deux définitions résulte de

_ U 3 U R U K
c e q u e U ^ R ^ U D U R u R ^ U D U R e t U D R ^ U D U R D R ^ U ^ R .

On montre de même que quel que soit ;reE R(a?)== Ç\ X.
,X3R(XU{^}) .

4. Représentation des relations binaires entre éléments d'ensembles finis par
des matrices. — Considérons deux ensembles finis E et F et une relation R entre
les éléments de E et de F. Puisque E est fini nous pouvons désigner ses
éléments par a^, . .., a/i; puisque F est fini nous pouvons désigner ses éléments
par bi,..., 6/n.

Faisons correspondre à R le tableau rectangulaire ou matrice de m lignes et
n colonnes obtenu en écrivant i à l'intersection de la ^lème ligne et de la
^ième colonne lorsque (a?, bq) e R et en écrivant o lorsque (a?,, bq) ̂  R.

Il est facile de constater que la matrice correspondant à R' se déduit de celle
correspondant à R en changeant les o en i et les i en o, que si Ri et Ra sont deux
relations entre les éléments de E et de F, la matrice correspondant à Ri n Ra
(resp. R i u R a ) est la matrice obtenue en « ajoutant » les éléments des matrices
correspondant à Ri et Rs suivant la règle habituelle de l'addition des matrices
avec les lois

ono == on i = i no = o (resp. ouo == o),
i n i == i ( resp. l u i == i u o = = o u i = = i ) ;

que la matrice correspondant à zéro a tous ses éléments égaux à zéro, que la matrice
correspondant à Ex F » tous ses éléments égaux à i, que dans le cas particulier
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où E=F, la matrice correspondant à R est la symétrique de la matrice corres-
pondant àR par rapport a sa diagonale principale et que la matrice correspondant
à la diagonale A est constituée par des i remplissant la diagonale principale et
des zéros partout ailleurs.

Soit X un sous-ensemble de E. Faisons correspondre à X la matrice à une
colonne et à n lignes obtenue en écrivant i dans la r1*"10 ligne lorsque dp € X et en
écrivant o lorsque a^X. On constate alors facilement que la matrice a une
colonne et a m lignes obtenues en multipliant la matrice correspondant à R avec la
matrice correspondant à X par la règle habituelle de la- multiplication des
matrices avec les lois

00 .==. 01 == 10 == 0, I I == I,

U étant considérée comme addition est identique à la matrice correspondant
à R ( X ) .

Soit G un ensemble quelconque et S une relation entre les éléments de F et
de G. On constate de la même manière que la matrice correspondant à SR est
identique à la matrice obtenue en faisant le produit des matrices correspondant
à S et à R suivant la règle précédente.

Exemples. — Supposons que

E == { ai, «2, «3, <^4 } (1 ), F == jj 61, 63, 63} , G == j ci, ça }, X = { ai, a^ },
\\ = {(a., 63), (a,, 60, (^, 6i), (03, 6.2), (a*, 6,), (a,, 63)}, S == [(61, a), (6302)}.

On trouve qne

R(X)== {6 i , 63} , SR=j(ai, c,.), (as, ci), (03, c,), (a.,, Ci), (04, Cz)} .

Les motrices correspondant à X, R, S s^écrivent respectivement

i
i
0

0

î

0 1 1 1

0 0 1 0

1 0 0 1

H i o o
' I l o o i

Nous constatons qu'à R ( X ) correspond

et qu'à SR correspond

I I 0 0

0 0 I

0 I I I

0 0 1 0

1 0 0 1

0 I I I

0 0 1 0

1 0 0 1

1

i
0

0

—•

== 1 °

 r r ' I I •

I I 1 0 0 1 |(

1

0

1
»

( 1 ) Rappelons que nous désignons par { a^ a^ a^ a^} l'ensemble dont les éléments sont a? a,,
a^, ci^ En particulier l'ensemble dont le seul élément est x se note , x } [Ens. R, § 1, n* 9].
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8. Relations rectangles. — Proposition 1. — Soient E et F deux ensembles
quelconques A c E, B c F, X c E. On a

(35) ( A x B ) ( X ) = B s- xnA7"-
0 si \ n A = 0.

En effet, on a, d'après (3) et (7),

( A x B ) ( X ) = ^ ( a , & ) j ( ^ .
«ÇA
bçB
.rex

Or, d'après la définition de la coupe K<?i b ) } suivant x^ on a

\^\
Donc

( A x B ) ( X )

{(a, 6)} (^)

^J{6}=B
6 € B

SI .27 = C(,

si x -=^ <7.

si X n A -^ 0.

si X n A = 0.

Proposition 2. — Soient trois ensembles quelconques et soit K c E x F .
S c F x G e t A c E , BcF, Ce G, BicF, 82 c F

(36)

S ( A x B ) = = AxS(B) ,

( B x C ) R = R^xC,
A x C

( B 2 x C ) ( A x B i ) =
0

si BinB^.o,
si Bi n B a = o.

En effet,
{x, ^ ) e S ( A x B ) ^ ^ ^ n S ( A x B ) ( a - ) ^ 0 ^ S i(-s)n(Ax B ) ( ^ ) ̂  p,

diaprés (19). Ceci implique que xçA. car, sinon d'après la proposition précédente, on aurait

'S l(<^)n(AxB)(;2')•=0. Mais alors (AxB)(a - ) == B. Donc

~S( .z)n(AxB)( . r )^0 ^ ~ S ( ^ ) n B ^ 0 et a-eA ^ ^ i n S ( B ) ^ 0 et ^ -eA

d'après (19), c'est-à-dire (a?, ^ ) € A x S ( B ) . La première formule est donc démontrée. La
seconde se démontre de façon analogue. La troisième se dédui t immédiatement de l'une
quelconque des deux premières et de la proposition 1.

COROLLAIRE. — Si R C E x E, o7i a
AE^ R == R AE^ == R, AE^R = R AE^ = R1.

En effet ( A H ( E R X E^)) R C ( E R x En) (ER x En) =0.
O r A = ( A n ( Ë R x E i i ) ) u A E , . Donc R = AR = AE^ R = R A = R A E , , .

COROLLAIRE. — Soit R c E x F. On a

R est une relation rectangle ^ II existe AcE , B cF tels que R = A x B. (a)

^ R ( F x E ) R = R , ( & )

^ R'R'R==0. (c)
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En effet,
R relation rectangle ->(a) : II suffît de prendre A == priR, B = prsR;
(a) ->(b), car d'après la proposition précédente, si A ^ 0 et B ̂  0, on a

( A x B ) ( F x E ) ( A x B ) = = ( A x B )

et ceci reste vrai si A = 0 ou B = 0 ;
(6)-^(c) car

R ( F x E ) R = = R -^ R ( F x E ) R n R ' = 0 ^ IVR(F xE)n'R;== 0,

^ R R l R n ( E x F ) = 0 ^ RR^R = 0 d'après (32);

(<?)-> R est une relation rectangle : en effet, d'aprês la proposition précédente,

R ( F x E ) R = ' R ( F ) x R ( E ) = p r i R x p r 2 R .
Remarquons que

( A i x A 2 ) n A E = 0 ^ AioA2=0 ,
( B i x B 2 ) n A F = 0 ^ B i n B 2 = 0 ;

ceci permet, d'après (36) et(3a), de compléter les formules (19) et (^o) de la
manière suivante :
(19) ( X x Y ) n R = 0 ^ X n ~ R ( Y ) = = 0 ^ Y n R ( X ) = 0 ,
(20) X x Y cR -̂  XcR^Y] ^= YcR[X]/

On a vu que le composé d'une relation binaire quelconque et d'une relation
rectangle est une relation rectangle. L'intersection d'une famille quelconque de
relations rectangles est une relation rectangle et la réunion d'une famille de
relations rectangles ayant toutes la même projection sur E (ou la même projection
sur F) est une relation rectangle; plus généralement si <Rc]^(E) x |Î(F) on
montre facilement que

n ̂ ^fr^wn^
(X,Y)€^ \X€pri^î, / \Y€pr ,R /

et que si (fi est une relation rectangle

\J (X ,Y )= / \Jx \x /^ jYy. n^
(X,Y)€^ \Xepri^l / \Y€pr îRX,Y)€^ \Xepri^l / \Y€pr îR 7

Comparer [Ens. R, § 4, n0 3, form. (38) et n° 8, form. (43)].
Considérons deux ensembles finis E == { a<, .. ., an Î , F = ^ { b^ . . . , 6 / n } .
Soit A une partie de E, B une partie de F. On constate très facilement' que la

matrice représentant AxB est le produit kroneckerien (ou produit tensoriel.
Cf. la note p. 117) de la transposée de la matrice représentant B. Par exemple, si

E = { ai, as, as, «4 ^ , F == j &i, 62, bï }, A = { a i , as}, B = { ^i? b3 ]j

la transposée de la matrice représentaiit A est 1| i o i o ||, la matrice repré-

I I 1 . I I 1 ° ' "ilsentant B est o et leur produit kroneckerien est la matrice o o o o qui
i o i o

représente la relation rectangle AxB.
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On constatera facilement que pour qu^une matrice représente une relation
rectangle, il faut et il suffit, que si deux éléments i figurent dans celte matrice^
alors les deux lignes et les deux colonnes de ces deux éléments constituent un
rectangle dont les deux autres sommets sont eux aussi occupés par des i.

Pour clore ce paragraphe, nous donnerons la généralisation suivante de (i5).

Proposition 3. — Soient D, E, F, G quatre ensembles quelconques, R c E x F,
P c D x F, S c E x G. On a
(87) S c ( F x G ) R ^ S c S R R , PcR(DxE)^ PcRR'P.

En effet
(a-, z)çS->(x, ^ ) e ( F x G ) R = R ( F ) x G .

Donc xe R(F) , donc xe RR( .r ) d'après (i5). Donc

Donc
(^ )éRR( . r )x j^={(^)}RR.

Se l i { ( a - , 2 ) J R R = S R R .
(;r,^)€S

Démonstration analogue pour la seconde formule.

COBOLLAIBE. — Quel que soit R c E x F, ScExF,

(38) S c S R R , ScR'RS

quel que soit R c E x F,
(3g) RcR'RR.

6. Relations quasi fonctionnelles. — Soit R une relation binaire entre les
éléments de deux ensembles E et F. Nous dirons que :

R est partout définie, lorsque A^cRR (ou ce qui est équivalent AE= A^- i );
— i /

R est quasi fonctionnelle (ou encore univoque), lorsque R R c A p (ou ce qui
— i \

est équivalent RR == Ai,-i ) ;
R est biunivoque lorsque R et R sont univoques;

— i — i
R ^fonctionnelle de E dans F, lorsque Ag C RR et RR c Ap;

— i — i
R ^fonctionnelle de E sur F, lorsque Ag c RR et RR == Ap;

R est fonctionnelle biunivoque de E dans F, lorsque Ap= RR et RR c Ap;
— i — i

R est fonctionnelle hiunivoque de E sur F, lorsque AE== RR et RR == Ap.

Lorsque E==F une relation fonctionnelle biunivoque de E sur E est encore
appelée permutation de E.
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Proposition 4. — L/énoncé « R est une relation partout définie » est équivalent
à Pun qaelconque des douze énoncés suivants :

a. Quel que soit a?eE, R(a-)^0;
6. pr iR==E;
c. quels que soient P< c D x E, Pa C D xE, D étant un ensemble donné, on a

RPinRP2==0 -> P < n P 2 = = 0 ;
d. quel que soit PcDxE, D étant un ensemble donné, on a RP=0 ̂  P=0;
e. quelles que soient les parties X< et Xa de E, on a

R(Xi)nR(X2)=0 -> XinX2==0;

V. quelle que soit la partie X de E, on a R(X) =0 ^ X==^;
g. quels que soient S< c F x G, 83 C F x G, G étant un ensemble donné, on a

S i U S a ^ F x G -> S < R u S 2 R = = E x G ;
h. quel que soit S cFx G, G étant un ensemble donné, on a S'RuSR=ExG;
i\ R'C^R;
j\ quelles que soient les parties Yi et Ya de F, on a

Y i u Y i = P -> R l (Y2)uR( l Y2)=E;

k. quelle que soit la partie Y de F, R^Y^R^Y') ==E;
l. ^^(^Ry.

En effet :
}{ partout définie^: (a), car A E C R R ^ quel que soit .r, .ceRR(;r)^ quel que soit a*,

^x \ nRR(.r ) 7-^0^ R(^) 7^ 0 quel que soit x d'après (19);

H partout définie -^(6), car AEC RR -^AECE^IUHE), c'est-à-dire priR == E;

< & ) - ^ R partout définie, car XcE -^Xcpr iR-^X^RR(X) d'après (l5). Donc quel que

soit XcE, ^(X^RJÎCX), c'est-à-dire ï^R 3 A;
H partout définie -^(c), car RPi n RPa = 0^RRP2n Pi = 0 d'après (32). Or 'RRPaDPi
puisque R R 3 A. Donc Pg n Pi == 0 ;

(c)-^(rf) : faire Pi= Pa = P;
<c)->(e) : faire P i = D x X i , P 2 = D x X , ;
çd)->{f) : faire P = D x X ; .
(^)-^(/) : faire X i = X 2 = X ;
</)-H^)car: R ( X ) ^ = 0 ^ R ( X ) n F = 0 ,±= XnR l (F )=0 ^ Xc(pnRy.

Donc quel que soit Xc(pr iR) '== 0, c'est-à-dire priR == E.

R partout définie -^(^), car (Si u Sa)R == (Fx G)R = R^x G = FxG d'après (6);

(éT)->W '• faire Si== S, 83= S';
(<r)-^(7) : faire Si = Yi x G, S2==Y2xG;
(A)^(^.) : faire S = = Y x G ;
( j ) - > ( k ) : faireYi==Y, Y^Y';
(Â:)-^(6): faire Y = F;
(^)-^(O : faire Si= Ap, 83= AF en supposant G = F;
(i) ~>(b} : car si Pon ajoute R aux deux membres de R'cApR, il vient

E x F c A F R u A F R = ( F x F ) R = R \ F ) x F .
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Donc E ==~R(F);

(k)->{l} : faire G == E et S =~R;
( l ) ->R partout définie résulte de (34).

Proposition 5. — L'énoncé « R est quasi fonctionnelle » est équivalent à Pun
quelconque des neuf énoncés suivants :

a. Quel que soit x, R(^) a au plus un élément;
b. quels que soient SicFxG, SaCFxG, G étant un ensemble donné, on a

( S i n S 2 ) R = = S < R n S 2 R ;
c. quels que soient 84 cFxG, SaCFxG, G étant un ensemble donné, on a

SinS3=0 -> SiRnS2R=0;
d. Quel que soit ScFxG, G étant un ensemble donné, on a SRnS^R^^;
e. ApRcR';
/. quelles que soient les parties Y< et Y 3 de F, on a

R^YinY^RtYOnR^Ys);

g. quelles que soient les parties Y< et Y a de F, on a

YinY2==0 -̂  R( lYl)nR( lY2)==0;

— i — i
A. quelle que soit la partie Y de F, on a R(Y) nR(Y') == 0;

i. quelle que soit la partie Y de F, on a R \ Y ' ) = = R ( F ) n ( R ( Y ) y .
En effet :

R eat quasi fonctionnelle ^{a.}, car
-i -i

R R c A ^ quels que soient yi, ys, y2eRR(yi)-^y2 =yi,
^ quels que soient yi, ya? S^ y\ € R(^) et y^ e R(.y) ->y\ = y-ii
•^. quel que soit x, R(;r) a au plus un élément.

R quasi fonctionnelle->( 6). Pour le démontrer il suffit de prouver d'après ( 2 7 ) que

( S i n S 2 ) R = > S i R n S 2 R . Or (S lRnS2R)R l cS lRR l nS2RR l cS lnS2 , puisque R R e A p . D'où

( S i R n S 2 R ) l R R c ( S i n S 2 ) R . D'autre part ( S i R n S2R)c (F x G)R. Donc d'après (36),

on a S i R n S 2 R c ( S i R n S 2 R ) R R . On a donc bien ( S i R n S 2 R ) c ( S i n S 2 ) R .

(&)->-(c) : c'est immédiat;
{c)->{d) : il suffit de faire Si = S, S2 == S';
(rf)-^(e) : il suffit de prendre G == F et S = Ap;
(e)-> R est quasi fonctionnelle, car

ApRcR ' ^ A i , R n R = 0 ^ R R n A r = = 0 ^ R R e A p ;

(^»)->(/) '• il suffit de prendre S i = Y i x G , S 2 = Y 2 x G ;
{/)->• (^) ; c^est immédiat;
W->W '' il suffit de faire Yi = Y et Y,= Y' ;
( A ) - ^ ( t ) : En effet, d'après (A), R'CHcR^YY. De plus R^Y^cR^F) .

DoncR l(Y /)cR l(F)n(R^Y)y.
LXXVI. <)
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Par ailleurs F == YuY' donne R^F) = P^uR^Y'). D'où

Rl(F)n(Rl(Y)y==Rl(Y')n(Rl(Y)yc'Rl(Y/);

(0->R quasi fonctionnelle, car R^Y') == HWn ('R(Y))'c ('R(Y)) .
Donc R l(Y)nRÎY')==0ouY'nRR( lY)=0ou RR(Y)cY,

quel que soit YcF. Donc RRcAp.

Des deux propositions précédentes on déduit les deux propositions ;

Proposition^. —• L'énoncé « R est une relation fonctionnelle » est équivalent
à l'un quelconque des quatre énoncés suivants ;

— Quel que soita?€E, R(a?) est réduit à un élément;
_ quel que soit S C F x G, G étant un ensemble donné, on a (SR/=S'R ;

—R / =^ ,-. y -
— quelle que soit la partie Y de F, on a (R(Y); =R(Y^).

Proposition 7. — L'énoncé « R est une relation fonctionnelle biunivoque de E
sur F » est équivalent à l'un quelconque des trois énoncés suivants :

_quel que soit ScFxG, PcDxE, D et G étant deux ensembles donnés,
o n a ( S R y = = S ' R , ( R P y = = R P ' î

— R ' ^ A p R ^ R A E ;
— quelles que soient les parties X de E et Y de F, on a (R(X)/=: R(X'),

(rnY^y^f^r).
Désignons par f le symbole de la description^ c^est-à-dire le symbole qui

explicite l'élément d'un ensemble réduit à un élément. Autrement dit, quel que
soit x € E, on a f j\x \ == X .

Si R est une relation quasi fonctionnelle, la relation yeR(a*) équivaut
d'après (a) du théorème précédent à y == f'R^). Si nous posons fR(a') = r(x),
nous dirons que r est la quasi-application associée à la relation quasi fonction-
nelle R. On dira que pr,R est le domaine de définition de r et si X est un sous-
ensemble de E, on conviendra de donner un sens à récriture r(X) en posant par
dtTinilion r ( X ) = = R ( X ) . On définit de même ^application associée à une
relation fonctionnelle.

On montre facilement que le composé de deux relations quasi fonctionnelles
( re sp . fonctionnelles) est une relation quasi fonctionnelle (resp. fonctionnelle) et
que, étant donné R c E x F et S cFxE :

Si R quasi fonctionnelle et si SR == Ag, alors RS =Ap et R == S est fonctionnelle
biunivoque de E sur F. _ ^

Si R et S sont partout définies et si RS C Ap et SR C A^, alors R = S est fonction-
nelle biunivoque de E sur F.

II est immédiat que pour qu^une matrice représente une relation quasi fonction-
nelle, il faut et il suffit qu'il y ait au plus un éléménti dans chaque colonne, pour
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quelle représente une relation fonctionnelle, il faut et il suffît qu'il y ait un et
un seul élément i dans chaque colonne; pour quelle représente une permutation,
il faut et il suffit qu'il y ait un et un seul élément i dans chaque ligne et chaque
colonne.

7. Relations difonctiormelles. — Nous allons donner ici quelques notions sur une
généralisation des relations quasi fonctionnelles que nous appellerons relations
difonctionnelles.

Soient E et F deux ensembles quelconques et R une relation binaire entre les
éléments de E et de F.

Nous appellerons noyau de cette relation la relation d'équivalence sur E

noy^^^'R'Ryr^'RiVy.

Le fait que noy. (R) est une relation d'équivalence résulte de

R(d7i)==R(a 'a ) ^ noy. (R)||a?i, x^ 1.
En effet

R(a?i)=R(.r2) ^ R(a-i)cR(a'2) et R(a'2)cR(a'i) ,
or

R(.ri)c.R(.r.2) ^ ROi)nR'(.2'a)= 0 ^ a-i^RR^^).
De même

R(a ' i )DR(a '2) ^ .rs^RR^i) ^ .ri^RC.râ).
Donc

R(.ri)=R(^,) ^ ^((RRQ'r^R'Ry)^).

Où dit que (noy. B.)("c) est V ensemble des générateurs de R(.c).

Proposition 8.

noy.(R)=noy.(R'), R(noy. R ) = (noy.'R)R == R, R^noy. R) = (noy."R)R'= R'.

En effet, la première égalité résulte de la définition, la seconde de ce que

(noy. R) 3 A -> R (noy .R)3R
et que

R / R n ( n o y . R ) = 0 ^ R(noy. R)n R'= 0 -> R(noy .R)cR,

on change ensuite R en R; la troisième s'obtient en substituant R7 à R et en appliquant la
premire égalité.

COROLLAIRE. — Quels que soient x € E, y e F
R(^) = R((noy. R) 0)) = R[(noy. R) {x}],

R(y) =~R((noy.'R)(y)) ="R [(noy.'R) (y)].

Définition. — Nous dirons que la relation RcExF est di'fonctionnelle
lorsque RI^RcR ou ce qui est équivalent [d'après (3g)], lorsque RRR===R.

Pour que R soit difonctionnelle, il faut et il suffit que R le soit. On démontre
sans difficulté la
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Proposition 9. — Les huit conditions

R'Rc(~RRy, R ' R c ( R R ) ;
noy. R :>R R, noy. R^ RR1;

"R(noy."R)'cR', R(noy.RycR' ;
quel» que soient a?ieE, a^eE : quels que soient yi€ F, yieF :.

R^QnRCa^^-^R^^ROs), R^y )n R^a ) ̂  0^^(71) "R^ya)

sont chacune nécessaires et suffisantes pour que R soit difonctionnelle.
Étant donné une relation RcEx F, nous dirons qu^un rectangle KoCR est

maximal (dansR) lorsque K étant un rectangle tel que K-oCKcR, onaK.o==K.

Proposition 10. — Si R est une relation difonctionnelle, si R|, Ra sont de»
rectangles maximaux de R tels que R^ 7^ Ra, alors

p r i R i n p r i R a = = p , praRinpi 'aRss 0 (d'où en particulier Ri n R 2 = 0).

La proposition est évidente si Ri pu Rg sont vides. Supposons donc Ri?^0, Rs^0. On
a Ri=s AixBi , R2= A s X B a , Ai, As étant des sous-ensembles de E non vides, Bi, B» des
sous-ensembles de F non vides.

Montrons que l'hypothèse pra R n pra Rs ̂  0, c'est-à-dire BinBa?^, est absurde.
Bi nBa?^ 0 entraîne

R^Ri = (Ba x As) (Ai x Bi) = Ai x Ao.
D'où, puisque As?^ 0,

R 2 R 2 R i = ( A a X B 2 ) ( A i x A 2 ) = A i x B 2
et puisque Ai 5^ 0,

R l R l l R 2 = = = ( A l x B l ) ( A 2 x A l ) = A ^ x B l .

O r R i c R , R a c R entraîne R i u R 2 u R 2 R 2 R i u R i R i R 2 c R u R È Ç c R , puisque Res t difonc-
tionnelle. Donc ( A i x B i ) u ( A 2 x B 2 ) u ( A i x B 2 ) u ( A 2 x B i ) c R . Donc le rectangle

K = ( A i u A 2 ) x ( B i u B 2 )

est inclus dans R. On a- K 7^ Ri, car K = Ri implique A i u A 2 = A i , B i u B 2 = B i , c'est-
à-dire A 2 C A i et BacBi, c'est-à-dire R2cRi , ce qui est absurde, puisque t^î^ Ri et que Rx
est maximal. On a donc R i c K c R et K 7^ Ri. Donc Ri n^esfpas maximal, contre l'hypo-
thèse. On a donc pr2Ri nprsR2= 0. On montre de la même façon que pr iRinpr iR2== 0.

Proposition il. — Une condition nécessaire et suffisante pour que R soit
relation difonctionnelle est que R soit réunion de rectangles dont les projections
sont disjointes.

La condition est nécessaire :

II suffit de montrer que R est la réunion de ses rectangles maximaux. Or, Fensemble des
rectangles maximaux de R est identique à l'ensemble des R(y) x R(a') lorsque (a?, y )
parcourt R.

En effet, (.r, y)eR^ a-eR(^)-^ (R^x RO)) (x) = R(a-) et ceci ayant lieu pour
— i — i

tout a-epriR, on a bien R(y)x R(a?)cR. D'autre part, R(7)xR(a?)cA x B c R entraîne
en prenant la coupe par x : R(a? )c (AxB)(a ' ) cR(a ' ) et comme R(a-) ̂  0, R(a?) == B. En
prenant la relation symétrique et la coupe pai\y on a de mêmeR(^)= A.



D'autre part, R c p r i R x p r a R = L l R(y)xR(.r).
(a-,y)€H

La condition est suffisante :

CT si R == U Rf, Prêtant un rectangle et i ^y ' -^pr iR<npr iR/= 0 et p r a R / n p r a R / =a 0,
^€1oa aoa a

R R R = 1 1 R f R ' / R A ^ R ,
<,/,<•€!

car
-1 ( 0 Si l 7^ J OU l ̂  À: OU J ^ /C,

R^ Rî RA- == \ - . . . ,/ ( Rf si i ==J = k.

En particulier) tout rectangle est une relation difonctionnelle.
Il est facile de vérifier que ïintersection d'une famille quelconque de relations

difonctionnelles sur les ensembles E et F jest une relation difonctionnelle et
que si R< et Ra sont deux relations difonctionnelles, telles que RiR2=B.aR<
et R< Ra == RaRi ? Ri Ra et R< Ra sont des relations difonctionnelles,

Toute relation quasi fonctionnelle ou toute relation inverse d^une relation
quasi fonctionnelle est difonctionnelle.

On constatera facilement que pour qu'une matrice représente une relation
difonctionnelle, il faut et il suffit que si dans le rectangle constitué par deux lignes
et deux colonnes quelconques de la matrice trois des sommets sont occupés par
des i, alors le 4e sommet est aussi occupé pur un i.

o i o o i

Par exemple la matrice représente une relotion difonc-r i o o i o r

o i o o
tionnelle.

'8. Relations de quasi-équivalence et ^équivalence. — Rappelons (C/. §3) que
Fon appelle relation de quasi-équivalence, une relation qui est identique à sa
fermeture de quasi-équivalence, ou ce qui revient au même, une relation symé-
trique et transitive et qu'on appelle relation d'équivalence une relation de quasi-
équivalence, réflexive, ou, ce qui revient au même, une relation rédexive, symé-
trique et transitive, ou, ce qui revient au même, une relation de quasi-équi-
valence partout définie.

Proposition 12. — Soit RcExE.
R est une relation de quasi-équivalence ^ R est quasi-réflexive et difonc-

tionnelle.
R est une relation d'équivalence ^ R est réflexive et difonctionnelle.
Démontrons la première partie, la démonstration de la seconde se fait de manière

analogue. _ ^
-^ ré»ulté de ce que la transitivité et la symétrie impliquent R R R c R .
<-car H3AE»^R^AE»->-RRR:>RAE»R==RR. Or R étant difonctionnelle R R R c R .
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On a donc RRcR. R est donc transitive. R est symétrique, car AE»CR implique
R = AE.R AE. c R R R c R. Donc R cp! Donc R == R1

Lorsque R c E x E est une relation d'équivalence, on désigné Pensemhie des

coupes par g et l'on dit que cet ensemble est V ensemble quotient de E par R

[Ens.R,§8,n°2].
On démontre sans peine le

THÉORÈME. —Soient E, F deux ensembles. Si RcExF est une relation

di fonctionnelle, RR est une relation d'équivalence sur R(F), RR1^ une

relation d'équivalence surR(E)el la relation qui àR(y) fait correspondre

RR(y) et à R(x) fait correspondre RR(.r) est une application biunivoque

(dite canonique) entre ̂ p et Rw.
RR RR

COROLLAIRE. -- R est une relation d'équivalence ^ R == noy, (R).

-<- est évident;
-> car d'après la proposition précédente R étant difonctionnelle ^Rcnoy. (R). R étant

partout définie RR^'R'R)', donc RR^RR'V, donc RR^R'Ry^R'R'y = noy. (R).
Donc RR =: noy. (R). Mais &i R est une relation d'équivalence RR == R. Donc R = noy.(R).

Les propositions précédentes ont montré le rapport entre relations de quasi-
équivalence et relations difonctionnelles. Les propositions ci-dessous montrent le
rapport entre les relations de quasi-équivalence et les relations rectangles symé-
triques, c^est-à-dire les relations carrées.

Etant donné une relation R c E xE nous dirons qu'un carré Ko c R est maximal
(dans R) lorsque K étant un carré tel que Ko c K c R, on a K = Ko.

Proposition 13. — Si S est une relation do quasi-équivalence et si Ri, Ra sont
des carrés maximaux de.R tels que R< ^Ra, on a Ri nRa=0.

En effet, si R i = = A i X Ai et RssAaX As et si R i c R e t RicR, on a RiRacR, R2RicR.
Supposons R i n R a ^ 0 c^st-à-dire AinA^0. Alors R i R s a s A i x A a , R 2 R i = A 2 x A i .
Posons

K = (AiuAs) x (A lUAa) = (AiX Ai)u(AiX As)u(A2 X Ai)u(-A2X.A2).

On a donc K c R. On a K ̂  Ri car K = Ri implique Ai c Ag == Ai c^est-à-dire As c Ai c'est-à-
dire RscRi ce qui est absurde puisque Ra?^ Ri et que R» est maximal. On a donc R'icKcR
et K ̂  Ri. Donc Ri n'est pas maximal, contre l'hypothèse. On a donc R inR2=0 .

Proposition 14. — R relation de quasi-équivalence ^ R est réunion de carrés
disjoints.

-> II suffit de montrer que R est la réunion de ses carrés maximaux. Or, l'ensemble des
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carrés maximaux de R est identique à l'ensemble des R (a?) x R ( x ) lorsque x parcourt pri R.
En effet R(.r) x R(;r)cAx A c R entraîne en prenant la coupe de x

(R0r) x ROr))(.r)c(A x A)(a?)cR(.r),

c'est-à-dire R ( x) c AcR (.a-) c'est à dire R(.r) == A. D'autre part

R c p r i R x p r » R = U R ( . r ) x R ( y ) = I J R ( a ? ) x R ( y ) = \J R(a-)xR(a-) .
(..y)€R ^€^ .epr.R

D'où la proposition.

-<—Si R = = l j R < , R< étant un carré et i ^ y - ^ R < n R / = 0 , on vérifie immédiatement que
tel

R = R R = > A ^

La proposition précédente montre en particulier que tout carré est une relation de quasi-
équivalence. Il est facile de vérifier que l'intersection d'une famille quelconque de relations
de quasi-équivalence (resp. d'équivalence) est une relation de qnasi-équi valence (resp. d'équi-
valence) et que le composé de deux relations de quasi-équivalence permutables (resp. d'équi-
valences permutables) est une relation de quasi-équivalence (resp. d'équivalence).

Un exemple de relation de quasi-équivalence est donné par la matrice

I 0 I 0 0 I
0 I 0 0 I 0
I 0 I 0 0 I
0 0 0 0 0 0
0 I 0 0 I 0
I 0 I 0 0 I

réunion des carrés
représentés par

I 0 I 0 0 I
0 0 0 0 0 0
I 0 I 0 0 I
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
I 0 I 0 0 I

et

0 0 0 0 0 0
0 I 0 0 I 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 I 0 0 I 0
0 0 0 0 0 0

9. Relations connexes. — Nous dirons qu'une relation R c E x E est connexe
_k _c —c —k

lorsque R == R ou ce qui est équivalent lorsque R c R .
Oji montre facilement que si R c E x E

R connexe ^ R connexe ^ R u R connexe ^ R est un carré.

Proposition 15. — Si (Ri)^ est une famille de relations connexes sur un même
ensemble E dont les fermetures carrées sont deux à deux non disjointes,

\_f Ri est une relation connexe
<€I

•—c —c
En effet puisque R ^ n R y ^ 0, on a

pri(R<uU) x pn(R/u'R/) == pÇîîî.

UR< "pri^^J^y'R^Xpri/'^J^^'R^
iei \ <ei / \ teï /

=YU p1^1^1^ fu^1^"^
\ teï ) \ tei )

,= \) pri(R^uU) x pri(RyuR1/) = \^ ÏÏ) RÎ'.
Wel /,7€1
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Par hypothèse R( c R( . Donc

\^J^i c^JïÏÎifc^R/ ,
îei t , /€i < € i

ce qui démontre la proposition.

Etant donné une relation R c E x E nous dirons qu^une relation connexe
K((CR est maximale (dans R) lorsque R étant une relation connexe telle que
Ko c K c R ceci implique K == Ko.

COROLLAIRE. — Si R est une relation quelconque et siKi, Ra sont des relations
connexes maximales de R telles que R| 7^2, leurs fermetures carrées sont
disjointes.

En effet si R i n R g ^ ^ (Paprès la proposition précédente R i u R 2 C R est une relation
connexe de R. Mais Ri étant maximale R i = R i u R 2 et Ra étant maximale R 2 = R i u R i .
Donc Ri= Rg contre l'hypothèse.

Remarque. — R^ et Ra étant des relations quelconques
|<!'n K^== 0 ^ Ri R; == Ra Ri == Ri Ra == J^ Ri === 0

^ pri Ri n pri Ra = pra Ri n priRa = pri Ri n pr^Ra = prs Ri n pr.2 R2 = 0.

lîn eflel, d'après (36) le composé de deux carrés disjoints est toujours nul. On a alors

l < i n h 2 = 0 ^ R i R 2 = 0 ^ ( R i u R i ) ( R 2 u R 2 ) = 0 ^ p r i ( R i u R ^ p n ( R 2 uRÎ)=0-^R^nR^=0.

Proposition 16. — Si R est une relation quelconque, R est réunion de
Feasernble des relations connexes maximales (disjointes) de R.

lîn effet soit (.y, y ) € R . (.r, y) est diaprés la proposition précédente contenu dans une
relation connexe maximale de R, a savoir la réunion de toutes les relations connexes de R
contenant (a?, y).

Proposition 17. — Si R relation quelconque et si R( désigne une relation

connexe maximale dans R, R^- == Rf est un carré maximal dans la quasi-équiva-

lence R^ e t R i = R n R J .

En effet soit R ==^^R( la représentation de R comme réunion de ses relations connexe»
i€ï

maximales. On a R = = l j R f .

Kn effet
y.

^=\J^ =^J(R.u-R\)=^JR,uRl,=^JR^
<€I î€ l ici içï

car R < R y = R;Ry== 0 quels que soient ?', y € l , i 7^ j.
Or on [a vu au paragraphe 8 que la quasi-équivalence R se décompose d^une manière

évidemment unique en la réunion de ses carrés maximaux. Donc R;= R, est un carré
maximal dans la quasi-équivalence R .
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D'autre part
R=RnR*=Rn UR^ = l l (RnR^).^

(€1 <€!

Or la décomposition de R en la réunion de ses relations connexes maximales donnée dans
—c —c

ta proposition précédente est évidemment unique. De p l u s R ; c R n R ; . Donc R;= R n R ; .

Nous laisserons au lecteur le soin de montrer, ce qui se fait sans aucune diffi-
culté d'après les résultats précédents que :

pour que R soit connexe il faut et il suffi t qu'il n'existe pas Ri^0 et Ra^o
tels que

R = R i u R 2 , Ri Ra= R 2 R i = ^ o , Ri R2= R a R i = 0;

pour que R soit connexe il faut et il suffit qu'il n'existe pas Ai 7^0, A^^io^
Bi 7^ 0, Ba 7^ o tels que

priR = Ail /As, Ai n A .2 = p,
p r 2 R = B i u B 2 , B i n B . 2 = 0 , R c ( A i X B i ) u ( A 2 X Ba);

que si R c E x E est un rectangle, R est connexe, qu 'un carré maximal est
toujours une relation connexe maximale, alors qu'un rectangle maximal n'est pas
nécessairement une relation connexe maximale.

Exemple. — Considérons les trois matrices

.—

I 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

, M2==

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 I 0 0 0

, M3=

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Considérons la relation R donnée par la matrice M,. On trouve que
—c ( ~}•\ ( —1 \2R == ( R u R } u ( R u R }

est représenté par la matrice donnée au paragraphe 8 comme exemple de relation
de quasi-équivalence. R est réunion des relations connexes maximales représentées
par les matrices Ma et Ms.

10. Relations cycliques et acy clique s, cycles. — Soit R c E x E une relation
binaire.

Nous dirons que R est une relation cyclique lorsque R est un carré.
Nous dirons que R est une relation acyclique lorsque R est une relation stricte

(c'est-à-dire Rc A').
Nous dirons que R est un cycle lorsque R est une relation quasi fonctionnelle

cyclique.
Nous dirons que R est une permutation circulaire lorsque R est une permu-

tation de E et aussi un cycle.



- 138 —

Toute relation cyclique est connexe.
Pour que R soit une relation cyclique, resp. une acyclique, resp. un cycle,

resp. une permutation circulaire, il faut et il suffit que R le soit. Il est facile de
montrer que

R est cyclique ^ 7 l c R e t R ( R ) R = 0 ^ R°=R,
R est une permutation circulaire ^ R est un cycle partout défini,

^ R est un cycle et R 3 A,
^ R est quasi fonctionnelle et Rv?= E x E.

R est connexe ^ R u R est cyclique.

Proposition 18.

R acyclique ^ R ne contient pas de carré 7^ 0, (a)

^ R ne contient pas de cycle 7^ 0. (b)
En effet :

R non acyclique ->- non (6), car

R non acyclique ^ RnA^ 0^3.r;reR(a7),

donc il existe un nombre fini d'éléments Xi, ..., x,i tels que

(a-, a*i)eR, Oi, a^eR, . . . , (a-,,, ;r)eR,
c'cst-a-dire

K= [(.r, x,\ (.ri, .ra), ..., (^-i, ̂ ), (a-n, aQJcR.

Or K est une relation cyclique 7^ 0.
Non ( 6 ) — ^ non (a) car soit K c R , K7^ 0 un cycle. On aKcU Or K est un carré.
Non (a)-^R non acyclique. R contenant un carré, il existe A 7^ 0, AxAcIT. Donc

A n R 7^ 0 c'est-à-dire R <f A'.

Nous dirons qu'une relation cyclique Ko cR est minimale lorsque KL étant une
relation cyclique telle que K c Ko ceci implique K = Kg ou K == 0.

Proposition 19. — R est un cycle ^ R est une relation cyclique minimale.

<- En effet, supposons que R soit une relation cyclique minimale çt que R ne soit pas
quasi fonctionnelle. Alors il existe x, a?i, y tels que d?ieR(.r), yeR(.r) avec y 7^ .ri.-Soit
n.v la période de a?, c'est-à-dire le nombre entier, minimum des n tels que a^eR^a?). Alors
;r€R^(a*). Donc xç. R^-^ x^). Donc il existe .Ta, . . . » Xn tels que

:, K =[(ir, a-i), (.ri, d'à), ...; (a-,,-1^), (^, .r)^cR.

Or K est un cycle 7^ R. En effet on a (a?, y )eR mais (a*, y )^K car sinon on aurait soit y = x^
contre l'hypothèse faite, soit y == xi pour i = 2, 3, ..., ou n^ et alors n,x ne serait pas la
période de a-, soit y = a*^ contre cette même hypothèse.

-> Supposons que R soit un cycle et qu'il existe un cycle K 7^ 0, KcR, K 7^ R. Puisque
K c R et K ^ R il existe x tel que K (.r) 7^ R(;r), K(a?)cR(.r). Or K étant un cycle
K (.r) == { x ^. Donc { a?} 7^ R (a-), { a' j c R (.r). Donc R n'est pas quasi fonctionnelle.
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Considérons les matrices

Mi.

Ms==

| 0 I 0 I
0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 0

M,

M,=

I I 0 I

I I 0 I

0 0 0 0

I I 0 I

0 0 0 / 1

0 0 1 0

1 0 0 0

0 1 0 0

La relation R représentée par la matrice M< est cyclique car R =^= Ru R2 U R^ est
une relation carrée représentée par la matrice Ma-La relation S représentée par la
matrice M3 est un cycle, S est représenté par la même matrice que R. Enfin la
matrice M 4 représente une permutation circulaire.

11. Relations de préordre, d^ordre, etc. — Rappelons qu'au paragraphe 3 une
relation R c E x E a été dite relation de préordre lorsqu'elle coïncidait avec sa
fermeture préordinale, autrement dit lorsque R était réflexive et transitive.

Une relation R sera dite relation d'ordre (sous entendu large ou réflexif) si
c^est une relation de préordre telle que Rn R == A. '

Une relation R sera dite relation d'ordre strict (ou encore relation d'ordre
anti-réflexif) si R est une relation transitive et une relation stricte.

Une relation R sera dite une chaîne sous entendu stricte^ lorsqu'elle est une
relation d'ordre strict satisfaisant à

FluRuAE^Ï?.

Une relation R sera dite relation d'ordre strict totale respectivement relation
d'ordre total lorsque R est une chaîne et' que R == E x E, respectivement
lorsque RnA ' est une relation d'ordre strict total.

Une relation R sera dite anti-transitive lorsque RR C R'.
Une relation R' sera dite relation de couverture ou relation de consécutivité

lorsque R est acyclique et anti-transitive.
Une relation R sera dite relation d'enchaînement lorsque R est une relation

de consécutivité telle que R est une chaîne.
Il est facile de démontrer les propositions suivantes

R relation de préordre
R relation anti-transitive

»
R relation d'ordre strict

»
R relation d^ordre total

— i — i
R ' R = = R '

-\ -1
RR'=R' ,

R c ( ~ R R y ^ Rc(R~R)',
R = = R n ( R R / ,
R acyclique et transitive,
R relation transitive et R n R
R relation d^ordre et Ru R = E x E,

=P.

R relation transitive et R = R'uA,
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R relation d'ordre strict total ^ R relation d'ordre strict et Ru Ru A == E xE (•),
— i

» ^ R relation transitive et R7 == R u A,

» ^± R relation transitive et R u R = ^ A',

R est une chaîne ^ RÎI u R R c R u R u AE, et R est connexe.
R est une relation d'enchaînement ^ R est une relation de consécutivité

et R -= AE^ uRulî.

Si R est une relation de préordre, resp. d'ordre, resp. d'ordre strict, il en est

de même de R que l'on appelle alors préordre dual, resp. ordre dual, resp. ordre
sirict dual de R.

Si R est une relation d'ordre, l'ouverture stricte de R est une relation d'ordre
strict appelée ordre strict associé à R. L'ordre associé à l'ordre strict associé à R
est identique à R.'

Si R est une relation d'ordre strict, la fermeture réflexive de R est une relation
d'ordre appelée ordre associé à R. L'ordre strict associé à l'ordre associé à R est
identique à R.

Proposition 20. — Si R est une relation d'ordre strict, la relation C^= Rn (R'Y
est une relation de consécutivité. On dira que G est la relation de consécutivité
associée à R.

En effet :

GcA' car CcR -> CcÏÏ=RcA' , CCcC' car Gc(Rîy -^ R^G'.

Or R2=== RÏÏ. D'où RRcC'. Mais CcR -> CcR" -> CC'cRR'cCY.

Proposition 21. — Pour que R soit une relation d'enchaînement il faut et il
suffit que R soit connexe et biunivoque.

La condition est nécessaire.

En effet :
-1 -C _ -^J
R R c R = R u R UÂE^

Donc
RR == (pu RuAEj n RR = (Rn RR) u ( R n Rp) u (AE^H RR).

Or R étant anti-transitive, R ^ n R R =="RnRR == 0. Donc R R = A f i g H R R c'est-à-dire

R R c A . On montre de même que R R c A .

La condition est suffisante.
Par hypothèse R étant connexe,

R = AE, u R U R .

( ') II faut supposer ici que E n'est pas réduit à un élément (ce qui permet d'écrire pr^A's E).
En effet si E est réduit à un élément et si R = 0, R est bien une relation d'ordre strict telle que

R u R u A = E x E mais n'est pas une relation d'ordre strict total car R -^ E x E.
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il étant quasi fonctionnelle
RRcAE,, RRcAE^.

D'où-
——^T — -l

AE, u R u R =AE^ u R u R .
Donc

R^AE^URUR.

COROLLAIRE. — La condition nécessaire et suffisante pour que R soit une
relation d'enchaînement est que R soit connexe^ acy clique et biunivoque.

Il suffit de montrer que lorsqu'une relation R est quasi fonctionnelle et acyclique elle est

antitransitive. Or cela résulte de ce que RRcA ^ RRnA' = 0 ^ A'RcR', car alors de
RcA' on déduit R R c A'R c R', c'est-à-dire RRcR' .

Proposition 22. — La condition nécessaire et suffisante pour que R soit une
relation d'ordre total est que R soit une relation d'ordre maximal, c'est-à-dire
qu l̂ n'existe pas sur E de relation d'ordre S telle que S 3 R, S 7^ R.

La condition est nécessaire.
/ — iv

Car supposons que R soit une relation d'ordre non total. Alors A'n \Rr\ R) ^ 0,c'est-à-
— i

dire il existe «y, y, x -^ y tels que (.r, y)^RuR .
Si l'on pose S = R u | (.r, y) j il est immédiat que S ^ R , S 7^ R car ( ^ ,y )^R

el(.r,,r)€S
(a ' , y )< tRnR-^ (a ' , y )}R{( . r , y )}=0 .

De plus la réflexivité de R entraîne
{ ( ^ y ) } R c R { O r , y ) j R et R { ( ^ , y)} c R { ( ^ , y) j R.

Donc
S = = R u R { ( . r , y ) } R .

Alors -i

SnS^Rn'R^R^y)} RnR)u(R [ (x , y}\ Rn~R) u(R {(a-, y)} Rn'R {(y, ^fR1)-

Or
(.r,y)<R ^ R{(.r,y)}Rn~R=0,-

{0 ,y ) }Rg( . r ,y ) }=0 ^ R {(^, y)} RnR (.r, r)R == 0.
Donc

Sn'S^ Rn1<l=A.

La condition est suffisante.

En effet, supposons que R ne soit pas maximal. Alors il existe une relation d'ordre ScR,
S^ R. Donc il existe x 7^ y tel que (^, y)e8, {se, y)^R.

— i — i — iDe plus (*r,y)^R car sinon on aurait («r, y)e S n Rc S n S == A, c'est-à-dire .r=y.
— i — i

Donc (a?, y)^RuRuA. Donc R u R u A ^ E x E . Donc R n'est pas une relation d'ordre
total.

On en déduit aisément le

COROLLAIRE. — R relation d^ordre strict total ̂ . R relation d'ordre strict
maximal.
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Pour terminer nous donnerons la

Proposition 23. — R est une relation stricte ̂  R ne contient pas de carré 7 .̂

->c&r s'il existait A ̂  0 tel que A x Àc R alors A n R ^ 0 , c'esr-à-dire R<fcA'.
-<-car si R n'est pas strict R n A ^ 0 dont il existe x telle que \{x, ^ ) t c R . Or j(.r a?)l

est un carré. ' ( •

Exemples. — La suite de matrices
i
0

0
0

1

1
1
0

1
0

0

0

1

0

0

0
0

0

I

0

I
0

0

0

I

I J

0 I

0 0

0 I

I I

I

I

0

0

0

0

I

0

0

0

I

0

0

0

0

0

I

0

I

I

I
I

0

0

0

0

I

I

I

0

I

0 I 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

I I 0 0 0

0 0 1 1

I 0 I I

0 0 0 0

0 0 1 0

J

»

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 1 0 0 - 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

I 0 0 0 0

'

donne respectivement des exemples de relations de préordre, d'ordre, d'ordre
strict (associé à l'ordre précédent) de consécutivité (associé à l'ordre strict
précédent) de chaîne, d'ordre total, d'ordre total strict (associé au précédent),
d'enchaînement.

12. Groupe (Pautomorphisme d'une relation binaire. Isomorphismes de deux
relations binaires. -—Étant donnée une relation binaire R c E x E nous dirons
qu'une permutation 2 de E est un automorphisme lorsque 2R==R2, est un

automorphisme dual lorsque IR = R2. Il est immédiat que le composé de deux
automorphismes ou de deux automôrphismes duaux est un automorphisme, que le
composé d'un automorphisme et d'un automorphisme dual est un automorphisme
(iual, que A est un automorphisme. On exprime ces propriétés par la dénomina-
tion suivante : L'ensemble des automorphismes d'une relation R sera noté €i^ et
sera appelé groupe d9 automorphisme de R ( A ) , l'ensemble des automorphismes
et des automorphismes duaux d'une relation R sera noté (5Ll^ et sera appelé groupe
d^ automorphisme étendu de R.

Il est facile de démontrer la

Proposition.

<^== a-^ = a^= a^ OL == ai-^ == a^ -ai^R~ '

Lorsque R est une relation carrée R == A x A on posera ^IAXA=<^A (2)- On
montre facilement que (^ est identique à l'ensemble des permutations 2 telles
que I-(A) ==A.

( 1 ) Ou encore groupe de décomposition de R (Zerlegungsgruppe). Voir par exemple J. HERBRAND,
Corps algébriques, p. 20 (Mémorial des Se. math.) pour le cas particulier où R est l'équivalence
modulo un idéal premier dans un eorps.

( 2 ) Lorsque A est l'ensemble représentatif d'une certaine propriété A $.»^, on dit que a. est le
groupe de causalité de la propriété A.
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A partir des formules (36), il est facile de montrer que lorsque RcE x E est
une relation rectangle

<^R== <^priRn<^pr,R.

A titre d'exemple le groupe d'automorphismc de la relation représentée par la
i i o i j|

matrice ° 1 ° I ^ réduit à Pautomorphisme identique A.
o o o î II

Nous donnerons enfin la définition suivante qui nous sera utile ultérieurement.
Étant données deux relations binaires R< c Ei x Ei, Ra c Ea x Ea, Ei, £3 étant des
ensembles quelconques, nous dirons qu'une relation fonctionnelle, biunivoque ^
de Ei sur Ea est un isomorphisme de Ri sur Rs lorsque ^R^==R2l- et est un

— î
isomorphisme dual de Ri sur Ra lorsque 2Ri== Ra'S.

II. — Relations d'ordre.

Nous allons reprendre dans ce .Chapitre l'étude des relations de préordre et des
relations d^ordre en nous plaçant cette fois à un point de vue plus particulier :
nous allons définir deux « invariants » : sup et inf d'une relation de préordre
et. d'une relation d'ordre et étudier leur propriétés. Par ailleurs en imposant
à ces invariants de satisfaire à certaines propriétés, on obtient des relations d'ordre
particulières, dont l'importance est considérable en mathématiques, les relations
d'ordre latliciel.

1. Ensembles préordonnés. — Nous dirons qu'un ensemble E est un ensemble
préordonné si l'on s'est donné une relation de préordre Î2 C E x E. (Chap. I, § 3).

Soit X une partie de E. Nous appellerons :
ensemble des majorants de X, le sous-ensemble î2[X] ;
ensemble des minorants de X, le sous-ensemble ^[JXJ;
ensemble des plus grands éléments de X ( 1 ) , le sous-ensemble ^ [X]nX,

l'application de |?(E) dans |Î(E) qui à X fait correspondre ce sous-ensemble
étant notée max ;

ensemble des plus petits éléments de X ( 2 ) , le sous-ensemble ^2[X]nX,
l'application de |Î(E) dans ^(E) qui à X fait correspondre ce sous-ensemble
étant notée min ;

ensemble des éléments maximaux .de X, le sous-ensemble (^/ u A ) [X] n X ;
ensemble des éléments minimaux de X, le sous-ensemble (^ 'uA) [X]nX;

— î
ensemble des bornes supérieures de X, le sons-ensemble i2[I2[X]] n^[X],

l'application de |P(E) dans ^(E) qui à X fait correspondre ce sous-ensemble étant
notée sup;

( r) Ou encore ensemble des maximums de X.
(») Ou encore ensemble des minimums de X.
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ensemble des bornes inférieures de X, le sous-ensemble û[ii[XjJnÎ2[X],
Inapplication de ^(E) dans |P(E) qui à X fait correspondre ce sous-ensemble
étant notée inf.

Proposition 1.

(i)
s u p X = m i n Q[X]= in fQ[X]=supQ[Q[X]] = maxQ[Q[X]],

inf X == max Q[X] = sup Û[X] = inf Q^X]] = min Q^X]],

quelle que soit la partie X de E.

Résulte de (1.23) (i).

Proposition 2.

< 2 ) û[X] = Q(i2[X]) = ûE^X)], ÛCX^Û^X]],

quelle que soit la partie X de E.

En effet
Q3À-^Q(Q[X] )3Q[X] ,

QQc^^QQnQ^^ ^ Q Q ' n Q = = 0 ^ ÏQ'CQ'
d'après (I.J2). Donc

QQ' (X)cQ ' (X) ou ^ lQ'(X)n^[X]=0
ou d'après (1.19)

Q ' ( X ) n Q ( Q [ X ] ) = 0 c'est-à-dire Q(Q[X])cQ[X].

Donc ii[X] = Q[û(X)J . On a vu au paragraphe 11 du chapitre 1 que Q' 'Q=Q' ce qui
donne immédiatement Q[XJ = ^[Q^X)]. Enfin

^(X^QpcX]] car "QtXjc'ÛtX] ̂ ^(X)],

d'où d'après (I.2o), û(X)cû[Q l[X]].

COROLLAIRE.

< 3 ) supX^sup'Q^X), i n f X = i n f û ( X ) ,

quelle que soit la partie X de E.

En effet, supX = minQ[X] == mmûj/QW] = sup~Q(X) en appliquant simultanément
l'avant-dernière et la dernière proposition.

Proposition 3. — Quelles que soient les parties Xi et X, de E,

(4) X inQ[X2}^0 -> û[Xi]cû[X2].

Enenet,XinQ[X2JcXi. DoncQ[Xi nQfXaJ jDûfXi ] . Xir\Q[X^]^0.

Donc d'après (1 .17) . û[Xi n Q[X,]]cfi(Xi n Q[X,])c û(û[X2]) = Q(X,) d'après (2).

(1) C'est-à-dire la formule (28) du chapitre I.
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Proposition 4.
maxX^0 ->• û[X]== Q[maxX],

(5) -i -i
m i n X ^ 0 -^ 0[X] == Q[minX] ,

quelle que soit la partie X de E.

En effet
maxXcX ->• Q[X]cQ[maxX],
maxXcû[X] -^ (maxX)cQ(Q[X]) = Q[XJ.

Donc û(maxX)c Q[maxX] d'où la première partie de la proposition d'après ( 1 . 1 7 » .

Proposition 5. — Quelle que soit la partie X de E,

(6)
supX^0-^Q[X]==Q[supX] , Q[Q[X]] == Q[supX],

infX^0->-"Q[X]=='Q l [ infX], Û^X]] = Q[inf X].

En effet diaprés (5)
maxQfoCX]]^ -^ Q^QtX]]] == Q[max"Q[Q[X]]]

c'est-à-dire, d'après (1.23),
û [X]=Q[supX] .

On montre de même que
infX ^0 -> Q[X] = Q^infX]

On a donc en particulier
i n fa [X]^0 -^ Q[Q[X]]==Q'[ infQ[X]: l ,

c'est-à-dire

On montre de même que
supX^0 -> ~Q[Q[X]] ==~Q[supX].

i n f X ^ 0 -> Q^fX]] =Q[ in fX] .

Proposition 6. — Quelles que soient les parties Xi, Xa de E,

( m a x X i ^ 0 et maxX27 z 0 -> max(Xi u X a ) = m a x ( ( m a x X i ) U ( i n a x X 2 y ) .
( m i n X i ^ 0 et min Xa 7^ p -> min (Xi uXs) = min ((min Xi ) u ( m i n XoU

Démontrons par exemple la première partie :
maxXi7zé0 Q[maxXi] = Q[Xi] d'après (5).
maxX2^0 QtmaxXa] = Q[X2]

Donc

max(( max Xi ) u ( max Xs )) = Q [( max Xi ) u ( max Xa )] n ( ( max Xi ) u (, max Xs ') i
= Q[maxXi]nQ[maxX.2]n((maxXi)u(maxX.^y)
== Q[Xi ]nQ[X2]n((Q[Xi ]nXi)u(a[X. .2JnX2))
=a[X i ]nQ[X2]n(X iuX, )==Q[XiuXâ]n(X iuX- / )
= max(Xi uXa).

Proposition 7. — Quelles quesoient les parties Xi, Xa de E,

( supXi7^0 et supX'a.^ 0 ->• sup(XiyX.2) == sup ( ( supXi )u ( supX-2) ) ,
^ ( i n f X i ^ 0 et i n f X 2 ^ 0 -> inf ( X l U X Q == inf ( ( inf X ^ u C i n f X.2 ) ) .

La démonstration est analogue à celle de la démonstration précédente
LXXVI. 10
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COROLLAIRE. — Quelle que soit la partie de X de E,
maxX ̂  0 -> max(maxX) == maxX,
min X 5^0 -> min (min X) = min X,
sup X ^ 0 -> sup (sup X) = sup X,
inf X ^ 0 -^ inf (inf X ) = i n f X,

2. Préordre induit. — Soit û c E x E une relation de préordre et soit A un
sous-ensemble non vide de E. On appelle pr^ordre induit sur A et l'on note ûj^
la relation ^A==^^ (A X A). On vérifie en effet immédiatement que ÛA est une
relation d'ordre.

Dans le cas particulier où ^ est une relation d'ordre, ^A e81 une relation
d'ordre appelée ordre induit par î2 sur A.

D'après (1.6) si XcA on a
QA[X ]=Q [X ]nA , ÛA(X)cû(X)nA.

Pour X c A on notera maxA l'application de y (A) dans y (E) qui à X fait corres-
pondre ^A[X] nX et l'on dira que ce sous-ensemble et l'ensemble des plus grands
éléments de X relativement à A.

On définit de même d'une manière évidente minA, supA, infA.

Proposition 8. — A étant un sous-ensemble non vide de E et XcA on à
( sup X ) n A c supA'X c Q [sup X] n A,

( ' • ( ' ) -i( i n f X ) r » A c i n i A X c Q [ i n f X ] n A .
lui effet la première formule résulte de

^[QA[X]]bQ[Q[X]]nA, "
lic

Q\[Q^X]]r\Q^X]cQ[X]f\A:
supX^.o -> Q [sup X] ^= Q [X]:

l^our sup X == 0 on a bien sup XcA. La seconde formule:se démontre de la même manière.

3. Ensembles ordonnés.

Proposition 9. — Si Î2 est une relation d'ordre sur E, maxX, minX, supX,
i n f X sont soit vides soit réduits à un élément.

l^ii efïet supposons que max X ne soit pas vide et qu'il existe deux éléments .ri, x^ tell—i . —i
que . r i eû[X]nX et a '2€Q[X]nX. Alors a-i 60 [X] -> Q. (a-i)3X. Or d'à 6 X. Donc^eQ (a?i).
he même^i€Q(a '2 ) . Donc^iS (ûnû )(a?a)s= ^(sci), c^est-à-dire a-i = a?2. On montre de même
que m i n X est soit vide soit réduit a un élément. La Seconde partie delà proposition résulte
de ( i ) .

Max, min, sup, inf sont donc des relations quasi fonctionnelles. Pour sup et inf
ou notera les quasi-applications correspondantes V resp. /\. Si V X (resp. /\ X)
exisio on l'appelle la borne supérieure (resp, la borne inférieure) de X. Les
relations quasi fonctionnelles correspondant respectivement à supA et infA seront
notées VA^SP. A A ) -
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En particulier remarquons que \/^= A E est, lorsqu'il existe, le plus petit
élément de E et que A^ === \/E est, lorsqu'il existe, le plus grand élément de E.

On écrit parfois V x aa ^levi ^e \/X. et de même pour /\ .
.rex

Si a*,yeE; nous poserons par définition x vy= A { ^ y i ? ^Ay== A ( t r » y}*

Proposition 10. — Si Q est une relation d'ordre :

quel que soitd7€E, x\f z^ x\j x existent et x = xv x = .z* A x\ quels que soient

a * , y € E :

Q|a?,y| ^ ;»vy existe et d?vy=y ^ x A y existe et x / \ y ^x ,
x\f y existe ->- û^a?, x\/y^
x f\y existe -> Q ga-Ay, yH;

quels que soient a?, y, -z € E :

yV^existe et ^V(yV-z) existe-»- V {^» Y» •«} existe et a ? V ( y V ^ ) = V J ^ » y » ^ ( î
yV-2 et a? vy existent x V(yV<z) existe (resp. (a? Vy)V-z)->-(a?Vy)V-s existe (resp. a? V (y V-») existe
eta?V(yV-s)=(a;Vy)V^,

et les deux implications analogues obtenues en remplaçant v par A.

La démonstration se fait sans difficulté.

Proposition il. — X, Y étant des sous-ensembles de E

( VX, V^î V X V V Y existent -)- V(Xu Y) existe et V(XuY).= VXV VY»
(10) \ AX, AY, A X A A ^ existent -> A(XuY)existe et A(XuY) === AXA AY.

résulte de (8)

Proposition 12. — X étant un sous-ensemble de E, a?, y des éléments quel-

conques de E

VX existe ̂  A Û [X] existe ̂  \/Q[û [X]] existe -> VX = A û |X]
et
VX=yÏ[û[X]],

(ii)
AX existe ̂  Vû1 [X] existe ^= A û [Ï [X]] existe -̂  AX = V 0 [X]
et
AX=AQ[Q1 [X]] ;

lyXexis te -^ Q(VX)=û[X] , ^(VX^^QcÏtX] ] , VX==V~Q(X),

| AX existe -> "Q( AX) ==Q [X], Q(AX)= Q['Q [X]j, AX=Aû(X) ;

.rvy existe ̂  A (û (^)^ a (y)) existe-^ a-vy = A (Q(^)nQ(y))
et

' Q(^vy)=Q(^)nQ(y) ,

.yAy existe ̂  V (Q (a7)OQ (y)) existe-> a-Ay= V (Q C^)^0^))
» et
û\^Ay)=Q(^nÏ(y).

La démonstration se fait sans difficulté à partir de ( i ).
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Proposition 13 (1) . — Soit A un sous-ensemble non vide de E et XcA.
l VX existe et VXeA -> VAX existe et V A X = V X ,

( } AX existe et AXeA -> A A X existe et AAX == AX;
( VX et VAX existent 4- QIVX,VAX|,
\ AX et ÂAXexistent -> Q ^ A A X , A X § ;

.^ ( A = = Q ( A ) et VX et VAX existent -> V X = V A X ,
^ A = = Q ( A ) et AX et AAX existent -> /\X =s AAX.

En effet (l4) et (i5) résultent de (9), la première partie de (16) se démontre ainsi :

supAX^0^Q ' [supX]nA^0-^Q(VX)nA^0-> .VX6 'Q(A)=A,

on applique alors ( i4).

Définitions. — Soit Î2 une relation d'ordre sur un ensemble E et un sous-
ensemble X de E. Nous dirons :

que X est une V partie si quel que soit YcX, Y^zép tel que V Y existe,
V Y e X ;

que X est une V partie si quels que soient ;r, y € X tels que x\/y exisfô,
a?vy€X;

que X est une A partie si quel que soit YcX, Y 7^0 tel que /\X existe,
A Y € X ?

que X est une A partie si quels que soient vC, y eX tels que x / \ y existe*
x,\yç\.

Nous dirons :

que î2 est une relation tordre /\ latticiel (resp. tordre V latticiel} ou que,
E une A Icittice (resp. une V lattice) lorsque, quelle que soit la partie X non vide
deE, A x-existe (resp. VX existe);

que î2 est une relation tordre A latticiel (resp. tordre v latticiel) ou que E
est une A lattice (resp. une v lattice) lorsque, quels que soient les éléments
x^ y€E, xt\y existe (resp. x\jy existe);

que Î2 est une relation tordre latticiel complet (resp. tordre latticiel) ou
que E est une lattice complète (resp. une lattice) lorsque, î2 est à la fois une
relation d'ordre /\ latticiel et V latticiel (resp. lorsque îî est à la fois une relation
d'ordre A latticiel et v lalticiel).

Soit ̂  une relation d'ordre sur l'ensemble E et X une partie de E. Nous dirons
que X est cofinal (-') lorsque E == î2 (X). X ou X' est toujours connal. Si X< est
cofînal et X< 0X3, Xa est cofinal. Pour que \x\ soit connal il faut et il suffit que ̂
soit plus grand élément de E.

( 1 ) II est facile de donner des exemples où VX existe sans q.ue VAX existe et des exemples où
V A X existe sans que VX existe.

( 2 ) Ou dense (A. WKIL, Intégration dans les groupes topologiques, Hermann, 1988, p. a4)*
En effet la condition nécessaire et suffisante pour que X soit eofinal est que X soit partout dense
pour la topologie droite.



- 149 -

Proposition 14 ( A ). — Si î2 c E x Ë est un ordre /\ latticiel à gauche et si E a
un plus grand élément, SI est un ordre latticiel complet.

En effet Q [E] 7^ 0 ̂  quel que soit X Û [X] ̂  0. La proposition résulte alors de ( 11 ).

III. — Fermetures. Correspondances de Galois.

Fermetures. — Soit î2 une relation d'ordre sur un ensemble E. Pour simplifier
récriture, nous désignerons encore la relation î2|a*, y| par x -^y ou par y^- x.
De plus nous conviendrons de noter par un même symbole une relation quasi
fonctionnelle (ou fonctionnelle) et la quasi-application (ou l'application) corres-
pondante. Cette confusion d'écriture n'entraînera pratiquement aucun inconvénient
dans ce chapitre.

. "•l .Soient 91 et 92 deux applications de E dans E. La relation 92 9i cî2, qui comme
on le voit facilement est équivalente à : quel que soit d?eE 91 (a?) •^9a(^)» est
'me relation d'ordre sur l'ensemble des applications de E dans E. Lorsque cette
relation est vraie on dit que <p< est plus fin que 93.

Soit 9 une application de E dans E. Nous dirons :

que 9 est une fermeture (sous-entendu de Q) lorsque 90^ (autrement dit
lorsque 9 est telle que, quel que soit xçE, a? -^9 (a?));

que 9 est une W fermeture lorsque 9 est une fermeture idempotente, c'est-à-
dire une fermeture telle que 92== 9;

que 9 est une V fermeture lorsque 9 est une fermeture croissante, c'est-à-dire
telle que 9^009 ou ce qui est équivalent lorsque quels que soient a?, yeE,
•» -^y-" 9(^)^9 (y )»

que 9 est une C fermeture lorsque 9 est à la fois une V et une W fermeture;
que 9 est une F fermeture lorsque 9 est une V fermeture distributive par

rapport à V ? c'est-à-dire telle que V X existe -^ \f 9 ( X) existe et 9 ( V X.) == \/ 9 (X);
que 9 est une T fermeture lorsque 9 est une G fermeture distributive pur

rapport à v c'est-à-dire telle que x\j y existe ->- 9 (a?)V9 (y) existe et
? (^vy)=9(^)V9(y) . ^

On dira que 9 est une ouverture si 9 est une fermeture pour i2. Étant donné
une fermeture (resp. une ouverture) 9, nous dirons queFélément a?€E est fermé
(resp. ouvert) lorsque 9 (a?) s= x.

Nous dirons que les éléments x, yeE sont isotopes lorsque 9 (a?) === 9 (y); la
relation d'équivalence 99 sera appelée relation d^isotopie attachée à 9.

L'identité est à la fois une fermeture et une ouverture. Suivant qu^on la considère
comme fermeture ou comme ouverture, on l'appelle fermeture discrète ou ouver-
ture discrète,

( * ) Lorsque E n'a pas de plus grand élément, lu proposition n'est plus vraie. Par exemple l'en-
semble des filtres sur un ensemble ([2]) forme une A partie de p î ? ( E ) n'ayant pas de plus grand
élément (puisque, lorsque E n'est pas réduit à un élément il y a toujours au moins deux ultrafiltres
distincts) et qui n'est pas une lattice complète.
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Le lecteur constatera sans peine que les fermetures rectangles, carrées, transi-
tives préordinales. de quasi-équivalence définies au Chap. 1 sont des C fermetures
et que les fermetures quasi réflexives, réflexives et symétriques sont des FW fer-
metures.

Il est facile de voir que si Ay désigne l'ensemble des éléments fermés deE, on a

ç est une W fermeture ^ Aç= y(E) .

Si y est une W fermeture, on a

X c ç ( E ) ^ X c ? ( X ) ^ X = ç ( X ) .

Proposition 1 . — Soit 9 une V fermeture et X une partie non vide de E
Alors :

AX et Aî(X)existent -> AX ̂  ? (AX) -^ Aî(X) -^ <?(A? (X)),
VX et V?(X) existent -^ VX <Vy (X) <<p(VX) "<? (V? (X)).

En effet quelque soit a-eX, a-^-AX, d'où çO)>-ç(AX). D'où A ? W>- ?(AX),
a.'€X

d^où Ay(X)^ -9 (V\X). Le reste de la première partie de la proposition est évident.
Quel que soit x e X, ç (a?) € 9 (X). Donc ç (rr)-^ V? (X). Donc a--< V? (X), donc V^ -< V ?(X).

;r€X
l) loù.r•<VX-<V?(X),d1oùç(.y)^ç(VX)^ç(V9(X).D)où

V <p(^)-<<?(VX)-<?(V<P(X)),
.x-€X

ce qui démontre la seconde partie de la proposition.

Proposition 2. — Si E est une A lattice et cp une application de E dans E, la
condition nécessaire et suffisante pour que 9 soit une V fermeture est que, quelle
que soit la partie non vide X de E on ait :

AX et A9(X) existent -> /\X ̂  <p ( AX) ̂  A?(X) -< 9 (A? (X).

Si E est une V lattice et 9 une application de E dans E, la condition nécessaire
et suffisante pour que 9 soit une V fermeture est que, quelle que soit la partie non
vide X de E on ait :

VX et V?(X) existent -^ VX ̂  V?(X) -<<p (VX) -<y(V?(X)).

Démontrons par exemple la première partie. La condition est nécessaire d'après la propo-
sition précédente. Démontrons que la condition est suffisante, ç est une fermeture car en
prm'tant X == \a;[ on a d7»^<?(a?) . Soient x, y tels que x <^y. Alorsa?=^Ay- Prenons
X«a^ ,y} alors ç (a- /\y) ̂  y (a?)A? (y). Donc o (a?) -^ <p (a?)A? (y)» donc ®(.y)-<?(y).
Donc cp est une V fermeture.

La seconde partie se démontre de la même manière.

Proposition 3. — Soit 9 une G fermeture et X une partie non vide de E.
Alors :

AX et A?(X) existent -> AX -<?(AX) -<A?(X) = ç(A<p(X)),
VX et V<P(X.) existent -> VX -^ V?(X) "<?(VX) = ç(V?(X)).

En effet ? étant une V fermeture, A?(X)^« ? (AX) et en remplaçant X par cp(X),
A<p(X)>- < p ( A ? ( X ) ) , V? (X)-^ ç ( \ /X) et en opérant les deux membres par ç,
9(V?(X)) -^?(VX) .
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Proposition 4. — Si E est une A la111^ et 9 "ne application de E dans E, la
condition nécessaire et suffisante pour que 9 soit une C fermeture est que quelle
que soit la partie non vide X de E on ait :

AX et AyW existent -> A X - < < ç ( A X ) - < A ? ( X ) = ?(A?( .X) ) .

Si E est une V laltice et 9 une application de E dansE, la condition nécessaire
et suffisante pour que 9 soit une C fermeture est que, quelle que soit la partie
non vide X de E, on ait :

VX et V<?(X) existent -> VX = Vç(X) -<<p(VX) = 9(V?(X)) .

En effet, les conditions nécessaires résultent de la proposition ci-dessus et les condition-
suffisantes se démontrent immédiatement en prenant X = [^ ( '

LEJVÎME. — Soit 9 une G fermeture. Alors <p(E) est une A partie de E
cofinale, et siy X et, V<P(E)X. existent, A (^[x] ̂  ?(E)) existe et Von a

Aç(E)X=A(û[X]ncp(E))=<p(VX).

En effet soit Xcç(E), X ̂  0. Alors X = = ç ( X ) . D'après la proposition précédente
A y ( X ) = y ( A ? ( X ) ) ; donc A X = ç(AX). Donc A X € ç ( E ) , c'est-à-dire ç (E) est une A
partie de E. <p(E) est cofinale en E car < p c Q ^AcQç-^E = Q ç ( E ) . Supposons que \ \ ,
V»(E)X et A(û[X]n?(E)) existent.

Vç(E)X=Aç(E)Qç(E)[X]=A(û[X]nç(E)).

Ôryeû(.r)n?(E)->y(;»)<y, caryeû(a?) -> <p(.r) -< ?(y) ==y, puisque y 6?(E). Donc
quel que soit x, AC0^)^ ®(E)) existe et sp(;r) = A(û(-P)^ ç(E)). Donc si VX existe.
A ( û ( V X ) n ? ( E ) ) = A ( û [ X ] n y ( E ) ) existe et Pon a

?(VX)==A(û[X]n?(E)) .

THÉORÈME. — Soit E M/ié? A lattice, C ^ensemble des C fermetures
sur E ordonné par la relation « plus fin que », 2? U ensemble des /\ parties
cofinales de E ordonné par inclusion. Là correspondance entre S et C qui à
9€(° fait correspondre <p(E) et à Ae3? fait correspondre o défini par
<p(^)== A(Sî(a?)nA) e^ IATÎ isomorphisme dual entre les deux ensembles
ordonnés 3? e< <°. jDe plus C est une A lattice et 'S une V lattice.

Lorsque E ̂  u/ie lattic.e complète^ e e t ' S sont des lattices complets

En effet, diaprés le lemme précédent, <p€C ->• <p(E)62?.
SoitAeS et ç défini par ç(a?) = A(0(^)nA). A étant coiinal û( .r )nA^0 qoeî qu.

soîta-. A étant une A partie A(0(a?)nA) exiate et ACQCaO^eA, A("(^)^ A.=-:i-;(. ')
car AWaO^^A^)»'^ Donc A(Q(^)^A )<û (a ? )^A» c'est-à-dire ï(^')eLK ç ) n À
est plus petit élément deQ(a?)nA. Donc Q(a?)nA = Q(y(d?) )nA et en opérant car /\
ç(a?) = 9<p(aQ. De plus ç(.z?)€Q(a'). Donc ç est une W fermeture.

yestune V fermeture car x -^y-> Q(a?)3Q(y)-> Q(a?)n A3û(y)n A ~> ;:(\r , -'•; -,. r.,
Donc (D € C.

La correspondance donnée entre (3 et ç est biunivoque car

^ (a?) == A(Q(-»7)^ ̂ (Ë)) -^ + == ??

puiaque d'après le lemme A(û(a?)n?(E)) = <p(a7); d'autre part ^(.r)^/^^ • v v)
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implique © ( E ) = A car, quel que so'iLx, cp(d')eA. Donc<p(E)cA. D'autre part ç(E):> A car
si are A, 9(^) = A0^) = •37? c'est-à-dire xç. sp(E).

On vérifie immédiatement que la correspondance est un isomorphisme dual entre <° et 2?
et que (° est une /\ lattice et 2? une V lattice.

THÉORÈME ()). — Soit E un ensemble qui soit à la fois une f\ lattice et
une v lattice^ ^ V ensemble des T fermetures sur E ordonné par la relation
« plus fin que », *U V ensemble des parties co finales des E yî * ^07^ à la
fois des f\ parties et des v parties. La correspondance entre % et *U ^M<
a 9 € ̂  fait correspondre 9 (E) ^ à A €11 /aî  correspondre 9 défini par
9(a?)===/\ (îiî(.2?)nA) e^ EA/Î isomorphisme dual entre les deux ensembles
ordonnés % <?< IL. De plus ̂  <?^ M/I(? /\ lattice et une v lattice et 'U î e V lattice
et une A lattice.

En effet <pe% ->- cp(E)€A car .x-i, a?î e E ->- ^1 v a'2 = <p (.yi)V<p(a?s) =<p(.riV.y2)€y(E)
9(E)€ll -> <P€%, car

<p(A- iV^2)= A (ûOiVa-s) nA)== A (Q (^i) nA)v A (û(a'î)nA)== cp (.ri)vcp(a*ï).

Correspondance de Galois. — Soient E et F deux ensembles ordonnés. Nous
emploierons le même symbole -< pour désigner les relations d'ordre sur E et
sur F, ce qui ne présente pas d'inconvénient. Nous dirons que le couple (/, e),
/ étant une application de E dans F et e une application de F dans E est une
correspondance de Galois (2 ) entre E et F lorsque î

ef est une fermeture dans E;
fe est une fermeture dans F;
e est décroissant (c'est-à-dire Xi -^ x^ -> e {x^ ) >- e (a?a) quels que soient x^, x^ € E);
/est décroissant (c'est-à-dire yi-<<y2-^/(y<)>~/(y2) quels que soientyi,y2€ F).

THÉOKEME. — Si (/, e) est une correspondance de Galois entre les ensembles
ordonnés E et Y, on a :

/<°/==/î <?/<°==e;
e ==<?/ est une C fermeture dans E et e(E) === e(F);
cp == fe est une C fermeture dans F et 9 (F) ==/(E);
la restriction/g(E) de/à e(E) est un isomorphisme de e(E) sur 9 (F);
la restriction e^ de e à 9 (F) est un isomorphisme de y (F) sur e(E) inverse

du précédent.

En eïïet, quel que soit a?eE, ef(x)^ x d'où/e/^) ^a?, fe étant une fermeture

AA^/W.

Donc ./V(.r) ==/(.2?) quel que soit a'. Donc fefssf. On montre de même que <?/<? == e.

(1.) Ce théorème montre l'identité entre les topologies définies par dei T fermetures et les topo-
logies définies par un ensemble de fermés satisfaisant aux axiomes FI et Fn de N. Bourbaki
[4 Chap. 1 § 1].

( 2 ) Galois a en euet découvert une correspondance de ce type très importante : celle entre les
sons-groupes du groupe d'une équation et les extensions normales du corps des coefficients.
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e == ef est une C fermeture car fef'== /->- efef= ef-> £^== e; c'est donc une W fermeture
car le composé de deux fonctions décroissantes est une fonction décroissante.

e ( E ) = e ( F ) car ;»€-e(F)^3yeF, x == ey ^ x == &{x\ (on prend y ==/(a-)). On
montre de même que ç ==/<? est une C fermeture et que cp(F)=/(E). /applique e ( E )
sur ç(F) car/s ==/, e applique ® ( F ) sur e ( E ) car ey = e.

La restriction de /à e(E) est une application biunivoque entre e ( E ) et ^ ( F ) car

£Ci= e(.z-i) == 6/(A'i), ^2= £(^2) ̂  e/(a*2) et /( ̂ i ) == /( a?2 ) ->- ^i == ^-2

(en murtipliant les deux membres par e.

La restriction de e à ç (F) est Pinverse de la restriction de/à e ( E ) car

x = s(.r) = ef(x) ->- ef{x')==x.

Nous dirons que la correspondance de Galois (/, e) entre E et F est parfaite
en E lorsque e applique F 5ur E.

Nous dirons que la correspondance de Galois (/, e) entre E et F est parfaite
lorsqu'elle est parfaite en E et en F (Ore [2]).

Proposition 5. — Si (/, é) est une correspondance de Galois entre E et F,

(/, <°) est parfaite en E ^ s = ef est la fermeture discrète, ( a )

» ^ / est biunivoque entre E et o(F), ( b )

(/, e) est parfaite ^ /est biunivoque entre E et F. » c)

En effet :

(/, e) parfaite en E^:(a) car e (E) = E ^ £ est la fermeture discrète;
(a) ->-(6) car £ ( E ) = = E. Or on a vu que la restriction de/à s (E) était biunivoque;
{b)-> (a) car s (E) ̂  E-^3.r, x -^- e(^). Or/(;2') =/£(^). Donc/n'est pas biunivoque.

Fermetures sur ^t(E). — Proposition 6 (Evereit [10]). — Pour que © soit
une C fermeture sur |P(E) ordonné par inclusion, il faut et il suffit qu'il existe
un ensemble F et une relation RcExF telle que, quel que soit XcE,
y(X)=R[R[X]].

En effet, la condition est suffisante d'après les formules (1.4), (1.22), (1.23). La condition
est nécessaire : U suffit de prendre pour F l'ensemble des cp(X) lorsque X parcourt ? (E) et
pour R la relation R^x, 9(X)§^.2;eo(X).

Proposition 7. — Pour que <p soit une G fermeture surlt(E) ordonne par
inclusion et que 9(0) ==0, il faut et il suffit qu^il existe un ensemble F et une
relation RcExF telle que B/ soit partout définie et que, quel que soit XcE,
y(X)=R[R[X]].

En effet
— i — i
R[R[0] ]==0 ^ R ' (F )=E ^ priR^E.

Proposition 8. — Si R C E x ¥ est tel que R' soit quasi fonctionnelle et si l'on
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définit 9 application de y (E) dans ||1(E) par 9 (X) =i^[R[X]] quel que soit XcE,
© est une T fermeture sur y (E).

Cela résulte de la proposition 8 du Chapitre I.

Étant donné un ensemble E ordonné par une relation d'ordre û et admettant
un plus petit élément z et des atomes, c'est-à-dire des éléments minimaux
de (un A') (.s), on dira qu'une G fermeture 9 sur E est une Co fermeture (respec-
tivement qu'une T fermeture 9 sur E est une To fermeture) lorsqu'elle satisfera à
la condition de séparation de Kolmogoroff :

si x et y sont des atomes : x == y ^ 9.2? ==9 (y).

Nous appellerons une FTo fermeture, c'est-à-dire une fermeture qui est à la
fois une F fermeture et une To fermeture une fermeture d ) Alexandrejff\

Proposition 9. — Pour que 9 soit une F fermeture sur |?(E) ordonné par
inclusion, il faut et il suffit qu'il existe une relation réflexive R cE x E telle que,
quelque soit XcE, 9 ( X ) = = R ( X )

Kn effet la condition est suffisante d'après les formules (1.4) et (1.8) et ( f . 3). La condition
est nécessaire : il suffit de prendre R défini par R(^) == ç( { x \ )

Proposition 10. — P o u r que 9 soit une FT fermeture sur |Î(E) ordonné par
inclusion, il faut et il suffit qu'il existe une relation de préordre RcExE telle
que, quel que soit XcE, 9(X) = R(X), car

quel que soit X R ( R ( X ) ) ̂  R(X) ^ R 2 = R .

Proposition 11. — Pour que 9 soit une 9 fermeture d'Alexandroff sur |fl(E)
ordonné par inclusion, il faut et il suffît qu'il existe une relation d'ordre RcExE
telle que, quel que soit XcE, 9(X) == R(X),

car (R (.y} == K(y)^ x = y) ^ R n R = = A , R étant une relation de préordre.

Deux F fermetures 91, 93 sur |t(E) seront dites réciproques si les relations
— i

binaires réflexives Ri, Rs correspondantes sont telles que Ri==Ra ([^O])-
Une F fermeture sur |?(E) sera dite autoréciproque si la relation binaire

rédexive carrespondante est symétrique.
Une F fermeture sur ^(E) sera dite Unfieldienne ([11]) si elle est autôréci-

proque et si la relation R correspondante est telle, quel que soita?€E, R(.a?) est
fini.

Étant donné un ensemble ordonné par la relation d'ordre Î2, on dit que la
fermeture d'Alexandroff définie par 9(X)==Î2(X) définit sur E la topologie

gauche et que la fermeture d'Alexandroff définie par 9 (X)=î î (X) définit sur E
la topoloyie droite ([4] Chap. I, § 1, Exercice i).
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