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RELATIONS BINAIRES, FERMETURES,
CORRESPONDANCES DE GALOIS;

ParJ. Riguer.

Introduction.

Le présent travail est le résultat de la mise & jour d’une étude qui avait été
faite alors qu’il était encore impossible de se procurer les Mémoires parus pendant
la guerre, notamment ceux de O. Ore et C. J. Evereut ([14],.[18]).

Un double but est poursuivi : d’ahord établir un certain nombre de formules
velatives 4 des relations binaires quelconques permettant de réduire considéra-
blement dans les démonstrations 'emploi d’éléments variables des ensembles de
base et grdce a ces formules établir les propriétés élémentaires des relations
binaires les plus utiles; ensuite définir et étudier les fermetures sur un ensemble
ordonné et les correspondances de Galois entre deux ensembles ordonnés et
représenter certaines fermetures et certaines correspondances de Galois a 'aide
de relations binaires. Les définitions et les propriétés abstraites ainsi élaborédes
permettent de simplifier I'exposé de nombreuses théories mathématiques et
peuvent jusqu'a un certain point guider dans les recherches.

Les apvlications du calcul des relations binaires sont innombrables, car les
seules relalions quiinterviennent couramment en mathématiques sont les relations
binaires et des relations ternaires d’un type particulier : les lois algébriques.
[’importance des relations quasi fonctionnelles (Chap. I, § 6) est évident : la
notion de fonction est la base méme des mathématiques et pratiquement une
relation n'est effectivement donnée qu’a partir de relations fonctionnelles. Les
relations difonctionnelles (Chap. I, § 7) permettent de généraliser les lois
d’homomorphisme dans les groupes (). D’autre part, si T est une loi algébrique
non partout définie sur un ensemble, il arrive souvent que la relation « z Ty est
défini » est difonctionnelle (?). En géométrie élémentaire, un exemple de relation
difonctionnelle est donné par la relation d’orthogonalité.

Il n’est pas de chapitre de mathématiques ou la notion de relation d’équivalence
ne joue un réle. On trouvera un exemple de 'emploi des relations de quasi

(%) Si 12 et I' sont deux groupes dont on désigne les éléments unités respectifs par e et f, si
Rck X F est unc relation difonctionnelle compatible avec la loi de groupe et le passage & I'élé-

e — .
ment inverse et s'il en est de méme pour R’, R’(F) et R(E) sont des groupes admettant respecti-

- - . -1 .
vement Rl’(f) = Rl’R(e) et R(e) = RR'(f) comme sous groupes distingués et I'application cano-
-1
nique définie au Chapitre I, pavagraphe 8 entre :R,(—F) et R(E) est un isomorphisme (dit cano-
R'(f) R(e)

nique) entre ces deux groupes quotients.
() C’est le cas en particulier pour un groupoide de Brandt.
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¢quivalence dans [18]. Enfin les relations d’ordre constituent le fondement méme
de la topologie. Elles on fait I'objet de travaux trés nombreux (voir en parti-
culier [B] et aussi [6], qui contient une bibliographie trés détaillée).

L’emploi des fermetures est indispensable non seulement en topologie, mais en
algebre. Si T est une loi algébrique associative sur un ensemble E et si X est un

sous-ensemble de E, on définit la fermeture algébrique X de X comme étant

I'ensemble des s T...TZn, (&i)icicn parcourant 'ensemble des familles finies
d’éléments de X. L’ensemble des parties de E stables pour T est 'ensemble des
parties X fermées pour « . On appelle loi produit et 'on désigne par le méme
symbole T laloi algébrique sur Ex<E définie par (21, 1) T(2s, ¥2)=(21T22, 1 Ts).
On dit que la relation R c E < E est compatible avec T, lorsque RTR c R, cest-
a-dire lorsque R est stable pour la loi produit’(comparer a la définition de [ 1],
§ 4, n° 3, lorsque R est une relation d’équivalence). Lorsque X est une partic
stable pour T et que la relation R est compatible avec T, R(X) est stable pour T.

Lorsque T admet un élément neutre, que la partie X contient cet élément neutre

et que la relation R est compatibleavec T, R[X] eststable pour T. Cecis’applique
encore lorsque RcE x< F, F étant un ensemble différent de E. (Un bon exemple
d’application est fourni par la correspondance de Galois définie dans la propo-
sition 9 et le théoréme 3 de [2], § B, n°6.) Au Chapitre I, paragraphe 3 nous
rencontrerons des exemples de C fermetures sur les relations binaires.

Un exemple important de correspondance de Galois est le suivant : Etant donné
une relation d’équivalence R sur un ensemble E nous appellerons groupe
d’inertie de R et nous désignerons par By (') le sous-groupe du groupe des
automorphismes de R (¢f."Chap. I, § 12) constitué par 'ensemble des permuta-
tions 2 telles que ZcR (2). Etant donné un groupe de permutations ¢ d’un
ensemble E, nous appellerons équivalence de transitivité de G et nous dési-

gnerons par T la relation d’équivalence Tg = Uz Soit & un groupe de permu-
Yeg

tations de E. On montre facilement que le couple d’applications qui, d'nne part

fait correspondre T au sous-groupe § de G, ct d’autre part fait correspondre @,

a la relation d’équivalence R, est une correspondance de Galois entre 'ensemble

des sous-groupes G, muni de'ordre d’inclusion et ’ensemble des relations d’équi-

valence sur E muni de I'ordre dual de 'ordre d’inclusion.

Les différents rapports qu’entretiennent entre eux les différents concepts qu’on
peut choisir comme notion fondamentale pour la définition d'un espace topolo-
gique : notion d’ensemble ouvert, notion d’ensemble fermé, notion de fermeture,
notion d’ouverture, notion de voisinage, notion de convergence définissent des
correspondances de Galois. Considérons par exemple le concept de voisinage et le
concept de convergence. Convenons d’appeler unerelation binaire % ¢ I(E) < J(E)
une relation de voisinage lorsqu’elle satisfait aux trois axiomes suivants
1° ? est transitive; 2° quel que soit X € P(E), ¥(X) est un filtre: 3° V.,

(') % étant la premiére lettre de Trigheitsgruppe, nom allemand du groupe d'inertiz dans le cas
ou R est une congruence modulo un idéal premier dans un corps.
(?) Des conditions équivalentes sont RECR, ERCR, R¥ =R, TR =R.

L e
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J désignant la relation d’inclusion. Convenons d’appeler une; ‘relation binaire
CcE XX ® (® désignant I'ensemble des filtres sur E) une relation de convergence
lorsqu’elle satisfnit aux trois axiomes suivants : 1° (&), étant une famille de

filtres quelconques : « quel que soit{, C{x, F;3» = @§w, n%g; 2° 51 &, est
- e 3

filtre plus fin que &, Ciz, F15—>Ciz, F.%; 3° quel que soit. zE,
C4z, J(x)%. Etant donnd une relation de convergence € nous définirons une
relation de voisinage associée Ve par : Ve(z) est le plus fin 'de tous les filtres &F
tels que G4z, & 4. Etant donné une relation de voisinage ¥ nous définirons une
relation de convergence associée Cy.par: Cv i, F4 = V(2)c F. Alors le couple
d'applications, qui d’une part fait correspondre V¢ 4 la relation de convergence-C,
qui d’autre part fail correspondre Cu a la relation du voisinage %), définit une
correspondance dé Galois parfaite entre l'ensemble des relations de. convergence
et 'ensemble des relalions de voisinages sur E,

La correspondance entre filtres et grilles définie par G. Choquet (*) donne
encoroc un cxemple de correspondance de Galois parfaite. On en trouvera
d’autres dans [18].

)

Indications historiques. -- Les notions de relation symétrique d’une relation,
de relation composée de doux relations, ainsi que la notion de coupe d’une relation
par un élément étaient déja connues de De Morgan (1860). Cependant ches
De Morgan, de méme que chez Peirce, ces deux derniéres notions n’étaient pas
clairement distinguées; la distinction ne devint explicite que chez Frege (1879).
La notion de fermeture transitive est due & Frege (1884), de méme que la
notion de relation fonctionnelle, Ernst Schrider a publié¢ dans le tome III de son
Algebra der Logik en 1895 un énoncé qui équivaut a la formule numérotée (3a)
dans le Chapitre I de notre travail. Cette Algebra der Logik contient du reste
'essentiel du matériel utilisé quelques années plus tard par Whitehead et Russel
dans les Principia mathematica. Depuis, & part un travail (?) de Dénés Keenig,
plus apparenté & la théorie des graphes qu’a la théorie des relations, aucun mémoire
n’apportant des résultats nouveaux sur la théorie des relations quelconques n'a
paru, & notre connaissance.

En ce qui concerne la notion de C fermeture, le fait qu'une C fermeture peut
étre obtenue a partir d’'une A partie cofinale se trouve déja implicitement dans le
concept d’ensemble « extentionally attainable » de E. H. Moore.

L'idée de correspondance de Galois se trouve déja implicitement dans [7].

Nous avons donné ici une théorie des relations binaires qui ne suppose pas
connue la notion de structure algébrique. Si l'on suppose connue du lecteur la
notion de structure algébrique, on peut donner une présentation abstraite de la
théorie des relations binaires en considérant une lattice compléte a multipli-
cation \/ distributive. Cette présentation englobe le calcul des complexes dans un

(*) C. R. Acad. Sc., Paris, 120 janvier 1947.
(?) Dénis Kornie, Fundamenta mathematicee, 8, 1926, p. 114-134; Mathematische Annalen, 95,
1926, p. 135-138.
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groupoide de Brandt ('). Nous avons esquissé ailleurs [18] une présentation
abstraite des relations n-aires.
Dans P'esprit de l'auteur, le présent travail doit servir d'introduction & une

théorie générale des invariants (une relation R étant un invariant des relations Ry
et R, lorsque R peut se déduire de R, et R, par certaines opérations bien

définies; par exemple R = (R4 R, nA)i{l, est un invariant de R, et R,) et a une
théorie générale de Galois analogue a celle qui a déja fait 'objet d’une étude de
M. Krasner [12]. Aucune autre connaissance que celle des notations habituelles
de la théorie des ensembles : appartenance d’un élément 4 un ensemble, réunion,
intersection de sous-ensembles, produits d’ensembles, etc. n’est exigée du lecteur.
Nous supposons seulement a propos de la représentation des relations binaires
par des matrices que le lecteur connait la ddfinition de la somme, du produit et
du produit tensoriel (encore appelé produit kroneckerien) de deux matrices (*).

I. — Relations binaires.

Notations. — Les notations employées sans avoir été définies sont celles
de [Ens. R].

Le signe — est celui de 'implication de deux propositions, le signe s> celui de
leur équivalence.

Le signe 3 se lit « il existe un z tel que ... ».

Pour des raisons typographiques, on utilisera ici un accent comme symbole de
complémentation d’un sous-ensemble au lieu du { de N. Bourbaki.

E, F, G étant trois ensembles quelconques R4z, ¥4 étant une relation
binaire (') quelconque entre’ éléments z€E, y €F; S4%, ¢4 étant une relation
binaire quelconque entre éléments s € F, ¢ € G, nous conviendrons, pour simpli-
fier le langage, de toujours les identifier avec leurs sous-ensembles représentatifs
RcExF,ScF xG.

L'ensemble symétrique de R [Ens. R, § 3, n° 4] sera noté ﬁ, c’est un sous-
ensemble de F >< E défini par

-1
R3y, z8=Riz, r4

A

L’ensemble composé de R et S [Ens. R, § 3, n°10] sera noté So R ou encore SR,
lorsque aucune confusionn’esta craindre, ¢’est un sous-ensemble de E>x< G défini par

SRz, ti=«JyeF, Ria, y3et S84y, t4 .
On appelle coupe de R suivant z et l'on note R(z) 'ensemble des y € F tels
que Riz, v%.

(1) Le calcul des relations binaires n’est pas autre chose, en effet, que le calcul des complexes
dans E < E muni de la structuré de groupoide de Brandt définie par la loi dyadique :
O &) (2, y)= (@ z)

(?) Pour la définition du produit tensoriel ou kroneckerien de deux matrices on pourra consulter
[8], § 1, n° 6, ou encore Mac Durses, Theory of matrices. Ergebnisse der Mathematik, Berlin,
1933, p. 81, qui appelle ce produit « direct product ».

A. Chatelet [12, 13] appelle une relation binaire entre éléments d’'un méme ensemble « auto
correspondance ».
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X élant un sous-ensemble de E, nous appellerons coupe de premitre espéce
de R suivant X et nous noterons R(X) le sous-ensemble de F
rex)=\J R(z) (comparer [Ens. R,§ 3, no* 6,7]).
- x€X
Nous appellerons coupe de seconde espce de R suivant X et nous noterons
R[X] le sous-ensemble de F
R[X]= n R(z).

x€X
Nous poserons par définition

priR=R(F), prsR=R(E).

1. Propriétés des coupes de premiére et de seconde espace. — Les formules
ci-dessous donnent les principales propriétés des coupes de premiére et de seconde
espéce qui se laissent facilement démontrer, les R désignant des relations binaires
entre éléments E et F, les X des sous-ensembles de E, les Y des sous-ensembles de F.

(1) S(R(X)) = (SR)(X) (1);

(2)  R(XyuXs)=R(X,)UR(X,)
et plus généralement si F cP(E),

(3) n(Ux :UR(X)
XeF XegF
en particulier R(g) = g,
4) X;c Xy R(Xy)cR(Xy),
(H) R(X;nX:)cR(Xy)nR(X,),
(6)  (RyuRy)(X) = Ri(X)URy(X)
et plus généralement si R cP(ExF),

(7) <UR><X>=UR<X>

Rer RER

en particulier g(X) =g,
(8) Ric Ry - Ry (X)c Re(X),
(9)  (RinRy)(X)cRi(X)nRy(X),
(10) (R(X)Y = R'[X],

; g __( F si X #o,

(11) ([‘1><l)()s)__(0 i Xoo
(12) l)l‘l_Rlz praR,
(13)  prSR=R(priS)cpnR,
(14) R(X)=R(XnprR),

(15)  XepnR = XcRR(X)
(16) priR = R(F)=RR(E) =R (prsR),

R[X,uX,]=R[X;]nR[X.]
et plus généralement s1 F cP(E);
R Ux = nR[X]
xeF | xes
en particulier R[g] =F;
X1CX2—>R[X1]DR[X2];
R[XinX,]oR[X;JUuR[X:];
(RinR2)[X] = Ri[X]nR:[X]
et plus généralement s1 R c P(Ex<F);

<nR>[X]=nR[X]
RER RER
en particulier (E < F)[X]=TF;
R;c R2—>R1[X]CR2[X],
(RiVR:) [X]>Ry[X]UR:[X];
(R[X]Y = R(X);

s si X4,
¢[x1_= F si X=g
prg_R’ = prR;

preSR = S(pr2R)cpr.S;
R(Y)=R(Ynpr:R);
YepnR = YcRR(Y);
pr:R = R(E) = RR(F) = R(pr1R);

(17) X#g - R[X]cR(X),
(18) S[R(X)] = (8'R)'[X],
(19) XnR(Y)=g = YnB(X)=w%,
(20) XcR[Y] = YcR[X]

(') Il n’existe pas de relation analogue 4 celle-ci pour [ ], 'mais si I'on pose R !_)_(J = R[X’]

et SOR = (S'R’),alors S R El =(S®R) E| , qui est analogue a (1).
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Les formules de (1) a (12) se démontrent trés facilement en se reportant aux
définitions.

(13) résulte de ce que .

priSR = SR(G) =R S (G)=R(pr:S)
d’aprés (24) donné ci-dessous. Or, pryS cF. Donc d’aprés (4)
R(pruS)cR(F)=pr;R

On montre de méme la seconde formule de (13).
(14) résulte de ce que

R(X):UR(@: U R(z), puisque zépriR->R(z)=o;
n€X reXnprR

(15) se démontre ainsi : chr,R—)XcKR(X), car siz€X->zepriR,on a R(2) # 0.
Or zeX > R(z)cR(X) d'apres (4). Donc y €R(z) >y € R(X), c’est-a-dire

zeR(y)>y€R(X)>R(y)cRR(X)

d’aprés (4). Donc xehﬁiﬂ(X) quel que soit ze€X, c'est-a-dire ‘{c—R'P(X) Par

ailleurs X c | RR(X)—>chr1R d'aprés (4), puisque R(X)cF. La premiére formule
de (15) est donc démontrée; la seconde formule se démontre de maniére analogue.
(16) résulte de (14) en faisant X =E, Y=F;
(17) résulte de ce que nR(x)c UR(z),
xé\ x€X
(18) résulte de (10);

(19) se démontre ainsi

- -1
XnR(Y)#s=3zeX, 3yeY, seR(y)=3zeY, FyeY, rel(n)
2YnR(X)=g;
(20) se démontre ainsi
XcR[Y] = Xn(R[Y]) =0 = XnR(Y)=¢ .
2R(X)nY=p = (R[X]YnY=0 = YcR[X],

en appliquant successivement (10), (20) et (10).
On déduit immédiatement de (19) que

(21) X5R(Y) = YsR(X)

Ona

(22) XcR[R[X]], YeR[R[Y]],
(23) rix]=R[R[R(x)]], Ery1=R[R[R[V]]];

en effet en faisant Y,= R[X] dans (20), on a Xc—Ri[R[X]]; en faisant X =—ﬁ [Y]dans(20),
on a YcR[ R [Y]] D’ou (22).

Pour démontrer (23) remplagons X par R[Y] dans (22), on aR[\ [ [_R Y ”
dapres (4), YeR[R[Y1]>R[Y1sR[R[R[Y]]]. Donc R{Y]1=R[R[R[Y]]]. On
démontre de méme que R[X]=R[ R[R[X]]].
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Il est facile de démoutrer que

-1 —1

AN o~ P Y T =1 —1v
R,UR,=R,UR;, FRinRe=RinRy;, R=(R) (1),
(24) < -1
;\l -1 =1 . -1 =1 f\
SR=R S, R1CR2—->R1CR2, R=R,
(25) S(R1URQ)=SR1USR2, (slU_Sz)R——“SiRUSQR,
(26) RicR; et S;cS, — S1R1CSzR1,
(27) S(R“’\Rg)CSRlﬂSRg, (S1ﬂSz)RCSiRﬂSQR,
(28) Sg=gR =g,
(29) RAe=ArR =R

en désignant par Ag et Af les diagonales respectives des ensembles Ex< E et F < F

[Ens. R, § 3, n° 4]. )
H étant un ensemble quelconque et T une relation quelconque entre les éléments de G et

de H, on a
(30) T(SR)=(TS)R ().

2. Larelation de Dedekind (®). — E, F, G étant trois ensembles quelconques,
siRCEx<F,ScFx<G,TcExG,ona
(31) SRaTc(saTR)(RnST).
En effet, soit z€(SRnT)(z). Alors
seSR(z) = S(z)nR(z) 8,
e T(z) = xeT(z)>R(z)CRT(s),
ze T (2) - S9(z)cST(a).
Donc . .
—1 -1 -1 - S
S(zs)nR(z)# 6 > RT(z)nST(2)nS(z)nR(z)# g,
» (RTns ) (5)n(STAR)(2) %4,
—1 -1
» ze(snTR)(RAST).
ConoLraire. — S les symbales R, S ont la méme signification que dans la

relation de Dedekind, et si T c G < E.

(32) SRAT=s = TSAR=¢ = RTnS=g
= TSRr\.Ap;:ﬂ = RTSnAr=g = SRTnAg=g.

-1
En effet, eh substituant T & T dans la relation de Dedekind, on a

SRnTc(saT R)(RnS T).

(') On écrit donc Rl' sans préciser.
() Mentionnons que pour () on a
TOSOR)=(TOS)OR,
S@(RJ\R,):(S@RJ[\(S@R,),
(8,n8,)OR = (5,OR)n(S,OR),
(FXG)OR=SO(ExF)=ExG, Ap@®R=RQ@Ag=R.

(*) Nous pensons pouvoir appeler ainsi cette relation, puisqu’elle contient comme cas particulier
la relation entre idéaux dans un anneau découverte par Dedekind.
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Donc . .
— -1 —1 -1 =1
SRNT#6 — SNT R#g et RnS Txg
- TSn _P:#ﬁ et RTn-S1 # 4.
Par symétrie on a donc
SR n:I‘1= g = TS n§1'= g = RT n—Si= @.
On a .

—1 ~~~
RTnS=¢ = SApnRT =g <= (RT)SnAr=4.
De méme pour les autres.

Cororratre. — Si les symboles R, S, Ty, T, désignent quatre sous-ensembles
d’un méme ensemble E<Eet si Ty T,cTi, TsTocTson a

(33) ScTynT, et ReTinT; - TinSRATi=(SaT,)(RnTy)=(SnT)(RnT)).

En effet, en faisant T = T, n T, et en supposant E = F = G dans la relation de Dedekind,

on a
T'nSRnTzc(Sn(TmTo)R)(RnS(T.r\Tg)) (SnT,R)(RnST,)

d’aprés (26). Or Sch, donc ST’cl TecTs. De méme RcT1, donc T RcT T,cTy.
Donc T;nSRAT.c(SNT)(RATy). Or (SAT)(RnTs)cSRNT{RnAST,.
Mais ScT,, donc ST,cT,T,cT,; RcTy, donc T;RcT T,cT.
Donc (SnT1)(RnT2)cSRNTinT,, ce qui démontre (33).

La relation de Dedekind peut étre généralisée de diverses facons. Par exemple,
si 'on se donne quatre ensembles E, F, G, H et si RcExF, ScF <G,
TcG<H,UcEx<H,ona

UnTSRc(TnUR §) (snTUR) (RnS TU);
en effet,

-1 ~1 -1

UnTSR = Un(TS)Rc(TSnUR ) (RS TU),

d’apres (31). Or
—1 —4—1 -1
(tsnUR)c(TaUR ) (SATUR),
d’aprés (31).
Cororratre. — Quel que soit RcE < F,

(3%) RR'cdp, RRcA

car -1 =1 —1 -1 ‘ —1
R'nR'=¢ = RArnR =06 = RRnAr=o, d’aprés (32),
RAR =6 = RApnR'=¢ = R'RnAg=g.

3. Quelques définitions. — Avant de passer a I'étude de certaines relations
binaires, nous poserons quelques définitions.

Etant donné deux ensembles E et F et R cE >< F, nous appellerons fermeture
rectangle de R la relation pry R >< pr.R ().

(1) Lorsque XCE et YCF, nous désignons par X x Y I’ensemble des (z, y)eE x F tels que
z€X et yeY.
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Nous dirons que R ost une relation rectangle lorsqu’elle est égale a sa ferme-
ture rectangle.
Nous supposerons désormais jusqu’a la fin de ce paragraphe qu’on se donne un

ensemble E et R c E < E. Nous désignerons par A la diagonale de E x<E, par R
le composé R. . .R de m facteurs égaux a R.
11 est facile de voir que

RnA=RnA=RnRnA
el que, quel que soit 'entier m,
m m
priRcprR, pr:Rcpr.R.
Nous poserons
-1 -1
En = pri(RUR) = prs(RUR )= priRU prs R, Ag; = An (Eg x Eg)

Nous appellerons :

—C . —C
Fermeture carrée de R et nous désignerons par R la relation R = E < Ey

-1
autrement dit la fermeture rectangle de RUR;

— . — m
Fermeture transitive de R etnous désignerons par R larelation R = UR )

. meN*
Fermeture quasi réflexive de R la relation Ru Ag ;

Fermeture réflexive (ou large) de R la relation RUA;

-1
Fermeture symétrique de R la relation RUR;
Fermeture préordinale de R la relation RUA =A vR;

—t
FFermeture de quasi équivalence de R et nous désignerons par R la relation
—k = = =
R =RuR1:AE“ URUR = AEnuRuR‘(-’)

Ouverture antiréflexive (ou stricte) (*) de R la relation Rn 4’;

-1
Ouverture symétrique de R la relation R n R.

Nous dirons qu’une relation R est respectivement : carrée, transitive, quasi
réflexive, réflexive, symétrique, de préordre, de quasi équivalence, antiréflexive (*),
si elle est respectivement égale a sa fermeture carrée, a sa fermeture Lransitive, a
sa fermeture quasi réflexive, a sa fermeture réflexive, a sa fermeture symétrique
(ou ce qui est équivalent, 4 son ouverlure symétrique), a sa fermeture préordinale,
A sa fermeture de quasi équivalence, & son ouverture antiréflexive.

(?) Nous désignons avec N. Bourbaki par N I'ensemble des entiers positifs ou nuls et par N*

Pensemble des entiers positifs non nuls. On pose parfois R = Ag,. Alors ﬁuAEl=U’ﬁ. Ceci

meN
est conforme aux principes d’algébre, puisque la composition est associative et Ag, é¢lément neutre

pour R ([1], § 2, Déf. 2). o
(?) En effet cela résulte d’une part de ce que Ag, = An(_Rl Ry R}{i) c R\.I_R1 (Cf. la fin du présent
paragraphe) et d’autre part de ce que RAg, = Ag, R=R (¢/.ci-dessous l¢ corollaire de la proposition 2).
(%) On dit aussi stricte ou aliorelative pour antiréflexive.
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Il est facile de montrer que :

2

R transitive = RcR;
R quasi réflexive = R>DAg;
R réflexive = .Ro4j;

-1
R symétrique = R=R;
R préordre = Reréflexive et transitive;
R quasi équivalence = R symétrique, transitive;
R antiréflexive = Rca.

D’aprés (13) il est immédiat que pryR =pr;R, pr,R = pryR, autrement dit
R et R ont méme fermeture rectangle.
Une relation de quasi‘équivalence réflexive sera appelée relation d’équivalence.
On veérifiera facilement que \
as, =An(RRURR)
RcA = R=Ag
et que lorsque R est symétrique

R5A = Ap =A

Remarque. — On peut définir R sans fairc intervenir ’ensemble des entiers
en posant par exemple R = n U. L’équivalence des deux définitions résulte de

_ USURUR —
cequeU=R—>U>URUR—-U>URetUoR—-~U>UR>R>—-U>R.
On montre de méme que quel que soit r €E ﬁ(m): n X.
XSR(XU{z})

4. Représentation des relations binaires entre éléments d’ensembles finis par
des matrices. — Considérons deux ensembles finis E et F et une relation R entre
les éléments de E et de F. Puisque E est fini nous pouvons désigner ses
éléments par ay, . .., a,; puisque F est fini nous pouvons désigner ses éléments
par b, ..., by

Faisons correspondre a R le tableau rectangulaire ou matrice de m lignes et
n colonnes obtenu en écrivant 1 a lintersection de la p"*™ ligne et de la
¢"*™° colonne lorsque (a,, by) € R et en écrivant o lorsque (a,, by) € R.

11 est facile de constater que la matrice correspondant a R’ se déduit de celle
correspondant & R en changeant les 0 en 1 et les 1 en o, que si Ry et R, sont deux
relations entre les éléments de E et de F, la matrice correspondant a Ry nR,
(resp. Ry UR,) est la matrice obtenue en « ajoutant » les éléments des matrices
correspondant a R, et R, suivant la régle habituelle de 'addition des matrices
avec les lois

ono=oni=1no=o0 (resp. ovo=o),
INI =1 (resp. IVI =1U0=0VUI =1);

que la matrice correspondant a zéro a tous ses éléments égaux a zéro, que la matrice
correspondant & Ex<F a tous ses éléments égaux a 1, que dans le cas particulier
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ou E=F. la matrice correspondant a Restla symétrique de la matrice corres-
pondant a R par rapport a sa diagonale principale et que la matrice correspondant
a la diagonale A est constitude par des 1 remplissant la diagonale principale et
des zéros partout ailleurs.

Soit X un sous-ensemble de E. Faisons correspondre a X la matrice a une
colonne et a n lignes obtenue en écrivant 1 dans la r'*™¢ ligne lorsque a, € X et en
écrivant o lorsque a, ¢ X. On constate alors facilement que la matrice a une
colonne et a z lignes obtenues en multipliant ]a matrice correspondant 4 R avec la
matrice correspondant a4 X par la régle habituelle de la multiplication des
matrices avec les lois

00 = 0] = 10 =0, 1I1=1,

U élant considérée comme addition est identique a la matrice correspondant
a R(X).

Soit G un ensemble quelconque et S une relation entre les éléments de F et
de G. On constate de la méme maniére que la matrice correspopdant a SR est
identique a la matrice obtenue en faisant le produit des matrices correspondant

a Set a R suivant la régle précédente.

Exemples. — Supposons que

l‘]:{u,,az, as, (l,;%(’), F={b1, b:, b3}, G=!Cl, Cg%, X:{ai, az},
R= { (a’; b-")’ (a27 bl): (ath bl)) (a-‘h b2)7 (.a‘d bl); ((l;, b3)}) S = {_(bh 61), (b;c:)}-

On trouve que

R(X)={b, b:}, SR={(a, cs), (a5, &1); (a5, &), (&, &1), (@, &) }-

Les matrices correspondant a X, R, S s’écrivent respectivement

1
o 1 I T
I I g o
! e oo “ “"
o o O I
1 o o I
[0
Nous constatons qu’a R(X) correspond
I
o I I I I I
0 0 I o =l 0o ||
o
I 0 o0 1 I
o
et qu’a SR correspond
o 1 I I
I 0 O o I I I
o O 1 o = .
o o 1 I o0 0o 1 “
I o0 o 1

-

(') Rappelons que nous désignons par { @,, a,, @,, a,} 'ensemble dont les éléments sont a,, ay,
a,, a,. En particulier I’ensemble dont le seul élément est z se note ; z } [Ens. R, § {, n* 9].
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. B. Relations rectangles. — Proposition 1. — Soient I ¢t F deux ensembles

quelconques ACE, BcF, XcE. Ona
si XnA g,

35) AXBYX)=1 G XaA =

En effet, on a, d’aprés (3) et (7),
(AxB)(X)=\J{(a ) (2.

aEA
LEeB
xr€X

Or, d’aprés la définition de la coupe {(a, b)} suivant &, on a

) .
( L {b{ si z=a,
l(a,b)}(x)_l 5} si x#a.
Donc
U{b;:B si XnA £
(AXB)(X)= beEB
[ si. XnA =y.
Proposition 2. — Soient trois ensembles quelconques et soit RcEx T,

ScF>xGetAcE,BcF,CcG,B,cF,B,cF
S(AxB)= A xS(B),

(B C)R = R(B)< C,
AxC si BynB; # 0,
si B]ﬂBz:().

(36)
(Box<xC)(AxBy) =

En effet,

(2, 5)€S(AxB) = {s}nS(AxB)(2)=s = 5(s)n(AxB)(z)#0,

d’aprés (19). Ceci implique que z € A car, sinon d’aprés la proposition précédente, on aurait

§'(3)n(AxB)(z)=g. Mais alors (A x B) (z) = B. Donc

‘Sl(.z)n(AxB)(x);éﬂ = —é(z)nB¢ﬂ et reA = {z}nS(B);éo et wrel\

d’apres (19), c’est-a-dire (x, 3)€ A< S(B). La premiére formule est donc démontrée. La
seconde se démontre de fagon analogue. La troisi¢me se déduit immédiatement de l'unc

quelconque des deux premiéres et de la proposition 1.
Cororratke. — St RcE < E,-?n a
-1 =1 -1
Ag, R=RAg, =R, AgR=RAg =R.
En effet (An(ER < ER)) Rc(Eg x ER) (Eg < Eg) =0.

OrA= (An(E;‘x E'R))UAER. Donc R = AR = AE; R =RA= RAER.

CoroLLAIRE. — Soit RcEx<F. On a

R est une relation rectangle = Il existe AcE, BcF tels que R = A XB,

R(F < E)R =R,
< RRR=g.

(@)
(0)
(e)
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En effet,

R relation rectangle — (@) : Il suffit de prendre A = pr;R, B = pryR;
(a)—>(b), car d’aprés la proposition précédente, si A £ g et B # g, on a

(AxB)(F<E)(AxB)=(AxB)
et ceci reste vrai si A =g ou B=g;
(b)—>(c) car . .
R(FxE)R=R - R(FxE)RnR'=g = R'R(F<E)nR=g4,
= RR'RN(ExF)=g = RR'R=g daprés (32);
(e)->R est une relation rectangle : en effet, d’aprés la proposition précédente,
R(F <E)R = R (F)x<R(E) = priR x prsR.

Remarquons que
(A1} As)nle=6 = AinA.=y,

(ByxB2)nAr =98 = BinBy=g;

ceci permet, d’aprés (36) et (33), de compléter les formules (19) et (20) de la
maniére suivante :

(19) (X<Y)nR=g = XaR(Y)=g = YnR(X)=g,

(20) XY cR < XcR[Y] = YcR[X]/

On a vu que le composé d’une relation binaire quelconque et d’une relation
rectangle est une relation rectangle. L’intersection d’une famille quelconque de
relations rectangles est une relation rectangle et la réunion d’une famille de
relations rectangles ayant toutes la méme projection sur E (ou la méme projection
sur F) est une relation rectangle; plus généralement si R cP(E) < P(F) on

montre facilement que
N5 0=(N(0Y)

(X,YYER Xem R YEpr; R

et que si R est une relation rectangle

U « Y')=( U x>><< v Y).
X,V eR \X€pr; R Yepr,R
Comparer [Ens. R, § 4, n° 3, form. (38) et n° 8, form. (43)].
Considérons deux ensembles finis E={a,, ..., a,}, F _—.\{ biy ooty b}
Soit A une partie de E, B une partie de F. On constate trés facilement que la
matrice représentant A><B est le produit kroneckerien (ou produit tensoriel.
Cf.lanote p. 117) de la transposée de la matrice représentant B. Par exemple, si

4={a1,ag, (lg,a(.}, F=%bi,bz>ba}, A={ai;a3}> B={bl;b3}1

la transposée de la matrice représentaat A est|| i o 1 o ||, la matrice repré-
1 1 o 1 o

sentant B est || o || et leur produit kroneckerien est la matrice{ o o o o || qui
1 1 o 1 o

représente la relation rectangle A ><B.
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On constatera facilement que pour qu’une matrice représenle une relation
rectangle, il faut et il suffit, que si deux éléments 1 figurent dans cette matrice,
alors les deux lignes et les deux colonnes de ces deux éléments constituent un
rectangle dont les deux autres sommets sont eux aussi occupés par des 1.

Pour clore ce paragraphe, nous donnerons la généralisation suivante de (15).

Proposition 3. — Soient D, E, F, G quatre ensembles quelconques, RcEx<F,
PcDx<F,ScEx<G.Ona

(37) Sc(Fx<GR=ScSRR, PcR(DxE)=PcRRP.
En effet
(@, 5)€S > (z, 5)€(Fx G)R = R(F)xG.
Donc me—Ri(F), donc xeR‘R(:x) d’aprés (15). Donc

(2, )€ RR(2)x {2} = {(=, o)} RR.
Donc

sc \J {(,5)|RR = SRR

(v,2) €S

Démonstration analogue pour la seconde formule.

CororLrAReE. — Quel que soit RCE<F,ScExF,

(38) ScSRR, ScRRS
quel que soit RcEx<F,
(39) RcKRR.
6. Relations quasi fonctionnelles. — Soit R une relation binaire entre les

éléments de deux ensembles E et F. Nous dirons que :

R est partout définie, lorsque AEcI_{'R (ou ce qui est équivalent A= A )i

R est quasi fonctionnelle (ou encore univoque), lorsque RRc Ay (ou ce qui
est équivalent Rf_{,z A,-;_);

R est biunivoque lorsque R et R 'sont univoques;

R est fonctionnelle de E dans F, lorsque Az c f{lR et Rf_{lc Ap;

R est fonctionnelle de.E sur F, lorsque A; C fTR et Rl_)llz Ag;

R est fonctionnelle biunivoque de E dans F, lorsque A= RR et RRc Ap;

R ést fonctionnelle biunivoque de E surF, lor.sque Ap= 1_11R et Rf_{lz Ap.

Lorsque E=F une relation fonctionnelle biunivoque de E sur E est encore
appelée permutation de E.
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Proposition 4 — L’énoncé « R est une relation partout définie » est équivalent
a l'un quelconque des douze énoncés suivants :

a.

b.
c.

> &N o',

~.

k.

L

Quel que soit z € E, R(2) £ g;

prs R= E;

quels que soient P, c D < E, P, cD <E, D étant un ensemble donné, on a
RP,nRP;=g —- P,nP,=g;

. quel que soit Pc D<E, D étant un ensemble donné, on a RP =g == P—=g;

quelles que soient les parties X, et X, de E, on a
R(X)NR(Xy)=06 - XinX;=g;

. quelle que soit la partie X de E,ona R(X)=¢ = X=g;
.- quels que soient S, cF <G, S, cF <G, G étant un ensemble donné, on a

SqUSg:FXG - SqRUSgR:EXG;

. qucl que soit S ¢ F < G, G ¢tant un ensemble donné, on a SR USR=Ex<G;

R' c AR

. quelles que soient les parties Y, et Yy de F, on a

YivYi=F —» ﬁzYz)U ﬁ(lYg)= E;

quelle que soit la partie Y de F, R(Y)UR(Y') =E;
RR> (RR).

En effet :

R partout définie = (a), car AEc_RlR;—_* quel que soit z, xeﬁtR(x),—_‘ quel que soit z,
{z } n_RiR(x) # g=R(z) # o quel que soit z d’aprés (19);

-1 -1

R partout définie - (&), car Akc RR > Ag(E)cRR(E), c’est-a-dire priR = E;

(b)— R partout définie, car XcE > Xcpr R ->—Xc—RlR(X) d’apreés (15). Donc quel que
soit X cE, A(X)cRR(X), cest-a-dire RR>A;

R partout définie —(c), car RP;nRPy=g<>RRP;nP,=g d'aprés (32). Or RRP;>Py

puisque _RlR >A. Donc P,nPy=g;

(e¢)—>(d) : faire Py=P, = P;

(e)—>(e) : faire Py=D xX;, Py=D xX,;

(d)—>(f): faire P=DxX;

(e)—>(f) : faire X; = Xy = X; »

(f)=>(b)car: R(X)=96 = R(X)nF=g = XnR(F)=¢ = Xc(pnR).

Bone quel que soit X c(priR) = g, c’est-a-dire pryR = E.
R partout définie - (&), car (S;US:)R = (Fx G)R = R(F)x G = Fx G d'aprés (b);
(&)~ (k) : faire S.‘= S, S;=¥8';
(&)~ (J): faire S4= Y1 <G, S; =Y, xG;
(h)—> (k) : faire 8 =Y xG;
(J)—> (k) : faire Ya=Y, Yo=Y';
(k)—>(b) : faire Y =F;
(&) (i) : faire S4= Ar, S;= AF en supposant G = F;
(8) - (b) : car si 'on ajoute R aux deux membres de R’ cApR, il vient

ExFcArRUAFR = (F < F)R =R (F)xF.
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Donc E=_RI(F)_;

(h)—>(l): faire G=Eet S =_R1;
(1) - R partout définie résulte de (34).

Proposition 5. — L’énoncé « R est quasi fonctionnelle » est équivalent a 'un
quelconque des neuf énoncés suivants :

a. Quel que soit z, R(x) a au plus un élément;

b. quels que soient S; cF <G, S; cF<G, G étant un ensemble donné, on a
(S1nS3)R=S,RnS;R;

¢. quels que soient S, cF<G, S, cF><G, G étant un ensemhle donné, on a
S|f\Sg=ﬂ - SqRﬂSszﬂ;

d. Quel que soit ScF <G, G étant un ensemble donné, on a SRn SR =g;

e. AfRcR/;

J- quelles que soient les parties Y, et Y, de ¥, on a

R(Y:nYs) = R(Y1)AR(Ya);
&- quelles que soient les parties Y, et Y, de F, on a
YinY.=5 - R(Y)nR(Y:)=g;

k. quelle que soitla partie Y de F, on a i’\l(Y)n_I{(Y’) =g;

i. quelle que soit la partie Y de F, on a-R‘(Y’) :i{l(F)n (_P:(Y))
En effet :

!

R est quasi fonctionnelle = (a.), car

—1 —1
RR c A= quels que soient y1, ¥, y2€ RR(y1)->ya=y1,
+ quels que soient y1, 2, Az, y1€R(2) et yoeR(x) > y1= 3,
= quel que soit z, R(2) a au plus un élément.

R quasi fonctionnelle > (0). Pour le démontrer il suffit de prouver d’aprés (27) que

(S:nS:)R>S;RnS;R. Or (S;RNS;R)RcS;RRNS;RR S, n S, puisque RR < Ar. Do
(S,RnSzR)_RiRc(SinSg)R. D’autre part (S1RnS;R)c(F>x<G)R. Donc d’apreés (36),

on a SiRnSQRc(SiRnng)_RlR. On a donc bien (S;RnS;R)c(S;nS;)R.

(b)—(c) : c'est immédiat;

(e) > (d) : il suffit de faire S; =S, S, =1§’;
(d)—(e) : il suffit de prendre G =F et S = Ar;
(e) - R est quasi fonctionnelle, car

-1 —1
ArRcR’ = AkRnR=¢ = RRnAr=¢ = RRcAf;
(&)~ (f) : il suffit de prendre S;= Y1 <G, Sy= Y.< G;

(f)—> (&) : c’est immédiat;
(&)~ (k) : il suffit de faire Yi=Y et Yo=1Y';

(h)~ (i) : En effet, d’aprés (&), f{1( Y')c_ﬂ’(Y)’. De plus ﬁl(Y’)cf{’(F).

Donc i{‘(Y’)c—Ri(F)n ( ﬁzY))J-
LXXVI. 9
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Par ailleurs F = YUY’ donne R(F) = R(Y)uR(Y’). D'od

R(F)n (R(Y)) = R(Y)n(R(1)) <R(Y);

(¢) > R quasi fonctionnelle, car I‘REY’) = I?{ZF n (_Ri(Y))’c (—R‘(Y))I.
Donc ﬁt(Y)nI—{zY’) =g ou Y’an;\EY) =g ou RﬁzY)cY,
quel que soit YcF. Donc RRcAy.

Des deux propositions précédentes on déduit les deux propositions :

Proposition'6. — L'énoncé « R est une relation fonctionnelle » est équivalent
a I'un quelconque des quatre énoncés suivants :

— Quel que soit z€ E, R(2) est réduit a un élément;

— quel que soit S ¢ F > G, G étant un ensemble donné, on a (SR)=S'R;
— R'=A;R;

— quelle que soit la partie Yde F, ona (ﬁ(Y) )'= ﬁl(Y’).

Proposition T. — L'énoncé « R est une relation fonctionnelle biunivoque de E
sur I » est équivalent & 'un quelconque des trois énoncés suivants :

— quel que soit ScFxG,PcDxE, D et G étant deux ensembles donnés,
ona (SR)Y=SR, (RP)=RP/;

— R'=A; R RAg;

— quelles que soient les parties X de E et Y de F,on a (R(X))Y=R(X'),

(R(Y)) =Rr(Y).

Désignons par ¢ le symbole de la description, c’est-a-dire le symbole qui
explicile 'élément d’'un ensemble réduit a un élément. Autrement dit, quel que
amlz‘EE On'\lg }‘——:L‘

Si R est une relation quasi fonctionnelle, la relation y€R(z) équivaut '
d’aprés (@) du théoréme précédent & y = R (). Si nous posons fR(.z) =r(z),
nous dirons que r est la quasi-application associée a la relation quasi fonction-
nelle R. On dira que pr R est le domaine de définition de r et si X est un sous-
ensemble de E, on conviendra de donner un sens a Pdcriture 7(X) en posant par
définition r(X) = R(X). On définit de méme l'application associée a une
relation fonctionnelle.

On montre facilement que le composé de deux relations quasi fonctionnelles
(resp. fonctionnelles) est une relation quasi fonctionnelle (resp. fonctionnelle) et
que, étant donné RcExFetScFx<E:

Si R quasi fonctionnelle et si SR = Ag, alors RS =4y et R=S5est fonctionnelle
biunivoque de E sur F.

Si R et S sont partout définies et si RS c Ap et SR AE, alors R = S est fonction-
nelle biunivoque de E sur F.

Il est immédiat que pour qu’une matrice représente une relation quasi fonction-
nelle, il faut et il suffit qu’il y ait au plus un élémént 1 dans chaque colonne; pour
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qu’elle représente une relation fonctionnelle, il faut et il suffit qu’il y ait un et
un seul élément 1 dans chaque colonne; pour qu’elle représente une permutation,
il faut et il suffit qu’il y ait un et un seul élément 1 dans chaque ligne et chaque
colonne.

7. Relations difonctionnelles. — Nons allons donner ici quelques notions sur une
généralisation des relations quasi fonctionnelles que nous appellerons relations
difonctionnelles.

Soient E et F deux ensembles quelconques et R une relation binaire entre les
éléments de E et de F. '

Nous appellerons noyau de cette relation la relation d’équivalence sur E
noy. (R)=(R'R) n(RR’)".
Le fait que noy. (R) est une relation d’équivalence résulte de

R(z1)=R(2:) & noy.(R)3a, 224

En effet
R(z1)=R(2:) = R(z1)cR(z) et R(a)cR(21),
or
R(#1)cR(z:) = R(z)nR(z)=9 = a&RR(2)
De méme
R(21)>R(2:) = 2:¢RR(21) = 21&RR(a).
Donc

R(z1)=R(z) = ae((RR) n(R'R))(22).
On dit que (noy. R)(z) est 'ensemble des générateurs de R(z).

Proposition 8.
noy.(R) =noy.(R’), R(noy.R)=(noy.R)R =R, R'(noy.R)=(noy.R)R'=R".
En effet, la premiére égalité résulte de la définition, la seconde de ce que

(noy.R)>A — R(noy.R)>R
et que

R'Rn(noy.R)=0¢ = R(noy.R)nR'=g -» R(noy.R)cR,
on change ensuite R en ﬁl; la troisiéme s’obtient en substituant R’ 4 R et en appliquant la
premire égalité.
CororLamre. — Quels que soient z €E, y € F
R(z)=R((noy. R)(«)) = R[(noy. R) (#)],
-1 -1 -1 -1 -1
R(y) =R ((noy. ®) () =R [(noy. ®) ()]
Définition. — Nous dirons que la relation RcEXxF est difonctionnelle
-1 -1
lorsque RRR c R ou ce qui est équivalent [d’aprés (3g)], lorsque RRR =R.

Pour que R soit difonctionnelle, il faut et il suffit que Hle soit, On démontre
sans difficulté la
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Proposition 9. — Les huit conditions

-1\ -
R'Rc(RR), R'Rc(RR);
noy. R :ifR, noy. TR’: R-i{i;
-1 -1
R(noy. R) cR, R(noy. Ry cR’;
quels que soient #1€E, 2, €E : quels que soient y1€F, y,€F :

R(2:)AR(21) 8> R(2:) =R(z), R(»)NR(y1) 5 8> R(y1) = R(y2)

sont chacune nécessaires et suffisantes pour que R soit difonctionnelle.
Etant donné une relation RcExF, nous dirons qu'un rectangle K, cR est
mazimal (dans R) lorsque K étant un rectangle tel que KocKcR, onaK,=K.

Proposition 10. — Si R est une relation difonctionnelle, si R,, R, sont des
reclangles maximaux de R tels que R, 3£ Ry, alors

priRinpriRy = p, pr:RinpraRe=¢ (d’ou en particulier RynR,= g).

La proposition est évidente si R; pu R, sont vides. Supposons donc Ry g, R.5 ¢. On
a Ri= Ay xBj, Re= Ay < B, A;, A; étant des sous-ensembles de E non vides, By, B, des
sous-ensembles de F non vides.

Montrons que l’hypothése proRnpr;R; = g, c'est-d-dire B;nB; g, est absurde.
B;nB;# o entraine ,

RgRi = (BgXAg)(A1XB1)= A1 < As.
D'on, puisque A; = g, \
R2R:Ry= (A2<Ba)(ArxA) =A;xB,
et puisque A;# g, .
R1R1 R-_>= <A1 > B1)(A2><A1) = Atz‘)(Bp

Or RycR, Ry,cR entraine Ry URy UR, Ry Ry UR; RiR,c RURRR R, puisque R est difonce
tionnelle. Donc (A< B1)U (A3 ><B2)U(A1xXB;y)Uu(AsxBiYcR. Donc le rectangle

K = (A1UA;)x(BiuBy)

est inclus dans R.'On a K 3 Ry, car K =Ry implique AjuA,=A,, h,uB,:B,, c'est-
a-dire A, c A et Byc By, cest-d-dire Ry c Ry, ce qui est absurde, puisque R: 5 Ry et que Ry
est maximal. On a donc R;cKcR et K 5 Ry. Donc Ry n'est* pas maximal, contre I’hypo-
thése. On a donc pr:RinpriRy=g. On montre de la méme fagon que pr;RynpriRy=g.

Proposition 11. -— Une condition nécessaire et suffisante pour que R soit
relation difonctionnelle est que R soit réunion de rectangles dont les projections
sont disjointes.

La condition est nécessaire :

Il suffit de montrer que R est la réunion de ses rectangles maximaux. Or, ’ensemble des

rectangles maximaux de R est identique & l'ensemble des fity)x R(z) lorsque (z, y)
parcourt R,

En effet, (:r,y)eR/-&meﬁl(y)—.»(Rky)xﬂ(x))(z):R(ap) et ceci ayant lieu pour

tout z€priR, on a bien Rl(y)xR(w)cR. D’autre part, ﬁi(y)xk(m)chBcR entralne
en prenant la coupe par z : R(z)c(AxB)(2)cR(z) et comme R(z) # g, R(2) =B. En

. -1
prenant la relation symétrique et la coupe par ¥ on a de méme R(y) = A.
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. N . ) -1
D'autre part, RepriRx<pr;R = U R(y)<R(2).
(2, y)€R
La condition est suffisante :

carsi R = U'R‘,' R/ étant un rectangle et i # j > priR;npriR;=g et pr;RinpryR; = 9,

iel
on.a

-1 =1
RRR = U RR;R¢ =R,
L kel

-1 (] si i#j] ou ik ou jHk,
R;RjR; = .

IR lRi si =)=k

En particulier, tout.rectangle est une relation difonctionnelle.

1l est facile de vérifier que l'intersection d’une famille quelconque de relations
difonctionnelles sur les ensembles E ct F est une relation difonctionnelle et
que si R; et R, sont deux relations difonctionnelles, telles que R;R,=R,R,

et R, f{; = f{l, R, RyR; et R, I_{; sont des relations difonctionnelles.

Toute relation quasi fonctionnelle ou toute relation inverse d’une relatien
quasi fonctionnelle est difonctionnelle.

On constatera facilement que pour qu’une matrice représente une relation
difonctionnelle, il faut et il suffit que si dans le rectangle constitué par deux lignes
et deux colonnes quelconques de la matrice trois des sommets sont occupds par
des 1, alors le 4° sommet est aussi occupé par un 1.

o I 0o O 1
. O O o o o . .
Par exemple la matrice Lo 0 1 o représente une relation difonc-
O 1 0 o0 1

tionnelle.

*8. Relations de quasi-équivalence et d’équivalence. — Rappelons (Cf. §3) que
lon appelle relation de quasi-équivalence, une relation qui est identique & sa
fermeture de quasi-équivalence, ou ce qui revient au méme, une relation symeé-
trique et transitive et qu’on appelle relation d’équivalence une relation de quasi-
équivalence, réflexive, ou, ce qui revient au méme, yne relation réflexive, symé-
trique et transitive, ou, ce qui revient au méme, une relation de quasi-équi-
valence partout définie.

Proposition 12. — Soit RcExE,

R est une relation de quasi-équivalence = R est quasi-réflexive et difonc-
tionnelle.

R est une relation d’équivalence == R est réflexive et difonctionnelle.

Démontrons la premiére partie, la démonstration de la seconde se fait de maniére
analogue, .
~» résulte de ce que la transitivité et la symétrie impliquent RRRcR.

- - -1
< car RoAg~>R5Ag, +RRRORAgR=RR. Or R étant difonctionnelle RRRcR.
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On a donc RRcR. R est donc tramsitive. R est symétrique, car Ag,cR implique
=1 -1 -1 - -
R = Ag, R Ar, c RRRcR. Donc RcR. Doric R = R.

Lorsque RcE < E est une relation d’équivalence, on désigné I'ensemble des
coupes par }—‘:,\ et l'on dit que cet ensemble est Pensemble quotient de E par R

[Ens. R, § 8, n°2].
On démontre sans peine le

Tutortme., — Soient E, F deux ensembles. Si RcE < F est une relation
difonctionnelle, RR est une relation d’équivalence sur I_{zF ) RR est une
relation d’équivalence sur R(E) et la relation qui & I—ii( y) fait correspondre

Rﬁ‘( y) et & R(z) fait correspondre ﬁh(z) est une application biunivogue
(di'te canonique) entre R(—F) et B(_E).
RR RR

Conorratre. — R est une relation d’équivalence = R =noy. (R).

< est évident;

— car d'aprés la proposition précédente R étant difonctionnelle _i{ichoy. (R). R étant
partout définie i\iﬂ > (—R'R)I, donc RR> (_I{ R’)’, donc _li‘R > R(f\i’R)’ n (ﬁR’)' = noy. (R).
Donc ffR = noy. (R). Mais si R est une relation d’équivalence 1_K1R = R. Donc R = noy.(R).

Les propositions précédentes ont montré le rapport entre relations de quasi-
équivalence et relations difonctionnelles. Les propositions ci-dessous montrent le
rapport entre les relations de quasi-équivalence et les relations rectangles symé-
triques, c’est-d-dire les relations carrées.

Etant donné une relation R ¢ E ><E nous dirons qu’un carré K, c R est mazimal
(dans R) lorsque K étant un carré tel que KocK cR, ona K=K,.

Proposition 13. — Si S est une relation de quasi-équivalence et si Ry, R, sont
des carrés maximaux de R tels que Ry52 R;, ona RynRy =g

En effet, si Ry= A1 A1 et Ra= A.>< A, et si RicR et RycR, on a R;R,cR, R:RicR.
Supposons RinR, ¢ c'est-d-dire A;nA,# g, Alors RiRy= A1< A, R:Ri= A< Ay,
Posons

K=(A1VA) %X (A1VA2) = (A X A1)U(A1X Ag)U(A2 X A1)U(As < Ay).
On a donc KcR. On a K Ry car K = R, implique A;cAs= A, c’est-a-dire Asc A, c'est-a-

dire Rp c Ry ce qui est absurde puisque R:# Ry et que Ry est maximal. Ona donc RicKcR
et K = Ry, Donc Ry n'est pas maximal, contre 'hypothése. On a donc RinR,=g.

Proposition 14, — R relation de quasi-équivalence = R est réunion de carrés
disjoints.

- Il suffit de montrer que R est la réunion de ses carrés maximaux. Or, I'ensemble des
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tarrés maximaux de R est identique & I'ensemble des R (z) =< R (z) lorsque 2 parcourt pr:R
En effet R(z) < R(z)cA %< AcR entraine en prenant la coupe de «

(R(z) < R(2))(2)c(A x A)(2)cR(2),
c’est-d-dire R (z)c AcR(z) c’est & dire R () = A. D’autre part
ReprRxprR= \J R(2)x<R(y)= U RrR@xrR= J rR@ =R
Dou la PrOPOSition.(x,y)En R’fﬁ;‘i{&) e
<« SiR =UR,, R; étant un carré et i # j > R;nR;= g, on vérifie immédiatement que
tel

R=RR>A’E_

La proposition précédente montre en particulier que toyt carré est une relation de quasi-
équivalence. Il est facile de vérifier que !'intersection d'une famille quelconque de relations
de quasi-équivalence (resp. d’équivalence) est une relation de quasi-équivalence (resp. d’équi-
valence) et que le composé de deux relations de quasi-équivalence permutables (resp. d’équi-
valences permutables) est une relation de quasi-équivalence (resp. d’équivalence).

Un exemple de relation de quasi-équivalence est donné par la matrice

1 01 0 0 1 I 01 0 0 1 0 00 0 0 O
o1 0 0 1 0 o0 0 0 O0 0 O o1 0 0 I O
1 01 0 0 I réunion des carrés 1 01 0 o0 I 0o 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 représentés par oooooof ®lloooooo
01 0 01 O 0 00 0 O0 O o1 0 01 0
I 01 0 0 I 1 01 0 o0 1 0 0 0 0 0 O

9. Relations connexes. — Nous dirons qu’une relation RcE ><E est connexe

lorsque R'=R ouce qui est équivalent lorsque RcR.
On montre facilement que si RCE < E

-k

-1 —_—
R connexe = R connexe = RUR connexe = R est un carré.

Proposition 15. — Si (R;),¢ est une famille de relations connexes sur un méme
ensemble E dont les fermetures carrées sont deux & deux non disjointes,

U R; est une relation connexe
i€l

-—C —C
En effet puisque R;nR;# g, on a

i

prs (RtU—R‘l) < pry (R/ U—Ri/) =R;R;.

[V pe(\J (e Jcom ) (i)

tel 1€l tel
=(U pra RH.IR[))(UPH(R[UPH >
1€l 1€l
= U PH(RIU_Rjt) x P"A(R/U-Rli) = R;R;.

yjel hj€l
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Par hypothése R; cR;. Donc

B
UR, c U»Efﬁfc UR,

i€l ijel i€l

K
7

cé qui démontre la proposition.

Etant donné une relation RcE x< E nous dirons qu’une relation connexe
K,cR est mazimale (dans R) lorsque K étant une relation connexe telle que
K,cK cR ceci implique K = K,.

Cororratre. — Si R est une relation quelconque et si Ry, R, sont des relations
connexes maximales de R telles que R, £ R,, leurs fermetures carrées sont
disjointes.

En ecffet si Efnﬁ;;éﬂ d’aprés la proposition précédente R;jUR:cR est une relation
connexe de R. Mais R; étant maximale Ry = R;UR, et R, étant maximale R = R;URa.
Donc R; = R; contre ’hypothése.

Remarque. — R, et R, étant des relations quelconques

- —c =1 =1
“]{\Rg:ﬂ = R1R2:R2R1=R1R2=R:Rl=ﬂ
< preRinpriRe=pra RinpriRe = pri RinpryRy =pr: Rinpry Ry = 0.

lin effct, d’apres (36) le composé de deux carrés disjoints est toujours nul. On a alors
—_ =—C —_—C —C -1 —1 -1 -1 -_—C —C
RinRe=0—>RiRe=0—>(R1URy)(RaU Re)=0->pri(RiUR)npri(R; URy) =6>RinRa=g.
Proposition 16. — Si R est une relation quelconque, R est réunion de
I'ensemble des relations connexes maximales (disjointes) de R.

En effet soit (2, y)eR. (&, y) est d'aprés la proposition précédente contenu dans une
relation connexe maximale de R, a savoir la réunion de toutes les relations connexes de R
contenant (z, y).

Proposition 17. — Si R relation quelconque et si R; désigne une relation
—k —C
connexe maximale dans R, R; =R, est un carré maximal dans la quasi-équiva-

lence fik etR;i=Rn f_{;

En effet soit R =UR, la représentation de R comme réunion de ses relations connexes

el
maximales, On a ﬁ~= U_ﬁf
i€l
En eflet
—t
T{A = UR[ = U (Rt U_Ril) = U Rt U—th= E,k-

tel i€l i€l i€l
—_1
car RiR;= R;R;= g quels que soient , jel, i £ .
—k
Or onja vu au paragraphe 8 que la quasi-équivalence R se décompose d’une maniére
o B r . ’ . —c —k
évidemment unique en la réunion de ses carrés maximaux. Donc R;= R; est un carré

—k
maximal dans la quasi-équivalence R .
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R=nn§"=ﬁnuﬁf=u<nnﬁ:).

i€l el

D'autre part

Or la décomposition de R en la réunion de ses relations connexes maximales donnée dans

ta proposition précédente est évidemment unique. De plus R;c R nﬁf Donc R;=R nﬁf

Nous laisserons au lecteur le soin de montrer, ce qui se fait sans aucune diffi-
culté d’apreés les résultats précédents que :

pour que R soit connexe il faut et il suffit qu’il n’existe pas Ry 3£ g et Ry £ o
tels que
-1 -
R=R;URs, RiR;=R:Ri=0, R(Rs=R,R;=g;

pour que R soit connexe il faut et il suftit qu’il n’existe pas A2 0, A, £ g,
B, £ g, By5#£ ¢ tels que

PI‘1R=A1UA2, A1I\Az=,‘f,

pl‘2R=31 UBQ, Bin Bg=ﬂ7 RC(‘I\IX]“')U(‘AQXBQ);

que si RCE<E est un reclangle, R est connexe, qu’un carré maximal est
toujours une relalion connexe maximale, alors qu’un rectangle maximal n’est pas
nécessairement une relation connexe maximale.

Ezemple. — Considérons les trois matrices
I o o o o o I o o 0o o o 0O 0O 0 o0 0 o
o 0o 0 0 1 o 0o 0o 0o 0 0 o | o 0o 0o o 1 o
1 0 0 0 0 O I 0 0 0 0 0 0O 0 0o 0o 0 o
D’l, = ) Mz = 1\[1 =
o 0 0 0 o o o o o0 o 0 o O 0 o o0 0 o
o o o [o] o o 0 0 0 0 (3] 0 0 O O 0 0 [0
O O I O o0 o O o I o 0 o djo o o o o o

Considérons la relation R donnée par la matrice M;. On trouve que
—c —1 —1\2
R =(RuR Ju(RuR")
est représenté par la matrice donnée au paragraphe 8 comme exemple de relation

de quasi-équivalence. R est réunion des relations connexes maximales représentées
par les matrices M, et M;.

10. Relations cycliques et acycliques, cycles. — Soit R ¢ E < E une relation
binaire.

Nous dirons que R est une relation cyclique lorsque R est un carré.

Nous dirons que R est une relation acyclique lorsque R est une relation stricte
(cest-a-dire Rc A').

Nous dirons que R est un cycle lorsque R est une relation quasi fonctionnelle
cyclique.

Nous dirons que R est une permutation circulaire lorsque R est une permu-
tation de K et aussi un cycle.
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Toute relation cyclique est connexe.
Pour que R soit une relation cyclique, resp. une acyclique, resp. un cycle,

-1
resp. une permutation circulaire, il faut et il suffit que R le soit. Il est facile de

montrer que
—1

-1 ! -
RcRet R(R) R=¢ = R =R,
R est un cycle partout défini,

R est cyclique

R est une permutation circulaire
R est un cycle et RoA,

R est quasi fonctionnelle et R= E x E.

[ T A 1A

-1
R est connexé RUR est cyclique.

Proposition 18.

R acyclique R ne contient pas de carré # g, (a)

1t

R ne contient pas de cycle # g. (6)
En effet :
R non acyclique - non (b), car

R non acyclique = RnA# =3z xeﬁ(z),

donc il existe un nombre fini d’éléments x,, ..., x, tels que
(z, z1)€R, (21, z2)€R, ..., (2, z)€R,
c'est-ii-dire
K ={(2, 21), (21, @), .., (Zn—1, @1), (@n, @) | <R

Or K est une relation cyclique 3 g.

Non (b) —>non (a) car soit KcR, K;é g un cycle. On a KcR. Or K est un carré.

Non (@)-R non acyclique. R contenant un carré, il existe A g, A < AcR. Donc
ANTR # ¢ clest-a-dire Re A

Nous dirons qu’une relation cyclique K, c R est minimale lorsque K étant une
relation cyclique telle que K c K, ceci implique K =K, ou K =g.

Proposition 19. — R est un cycle == R est une relation cyclique minimale.

< En effet, supposons que R soit une relation cyclique minimale et que R ne soit pas
quasi fonctionnelle. Alors il existe z, 1, y tels que z1€R (z), y €R(z) avec y # z1.-Soit
n. la période de z,c’est-a-dire le nombre entieér, minimum des » tels que 2 € R*(z). Alors
x € R7«(z). Donc & € R*«—1(z). Donc il existe s, ..., z, tels que

K= {(*"7 21), (21, Z2), .. .5 (Xn—1Zn), (Zn, .’L‘)}CR.

Or K est un dycle # R. En effet ona (z, )€ R mais (z, y) &K car sinon on aurait soit y = 2,
contre I'hypothése faite, soit y =, pour i =12, 3, ..., ou n, et.alors n, ne serait pas la
période de x, soit y = 2, contre cette méme hypothése.

- Supposons que R soit un cycle et qu'il existe un cycle K # ¢, Kc R, K 5 R. Puisque
KcR et K#R il existe z tel que K(z)# R(z), K(2)cR(z). Or K étant un cycle
K(z) = {.z'} Donc {x} # R(x), { #}cR (2). Donc R n’est pas quasi fonctionnelle.
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Ezemples. — Considérons les matrices

M=

- O © ¢

e © 0 ©

- O e
<

- O o =

O © O ™
C QO = om
o

M;=

- O ¢ ¢

© © o o

© O =~ o
<

- O ¢ ¢

S O = e

© 0 C =

1
o
o
o

La relation R représentée par la matrice M, est cyclique car R=RuUR2UR? est
une relation carrée représentée par la matrice M,. La relation S représentée par la
matrice M; est un cycle, S est représenté par la méme matrice que R. Enfin la
matrice M; représente une permutation circulaire.

11. Relations de préordre, d’ordre, etc. — Rappelons qu’au paragraphe 3 une
relation RcE x< E a ét¢ dite relation de préordre lorsqu’elle coincidait avec sa
fermeture préordinale, autrement dit lorsque R était réflexive et transitive.

Une relation R sera dite relation d’ordre (sous entendu large ou réflexif) si

c’est une relation de préordre telle que Rn R=aA.

Une relation R sera dite relation d’ordre strict (ou encore relation d’ordre
anti-réflexif) si R est une relation transitive et une relation stricte.

Une relation R sera dite une chaine sous entendu stricte, lorsqu’elle est une
relation d’ordre strict satisfaisant &

-1 —
RURUVAg, =R .

Une relation R sera dite relation d’ordre strict total, respectivemeht relation

d’ordre total lorsque R est une chaine et que R =E x E, respectivement
lorsque R n A’ est une relation d’ordre strict total.

Une relation R sera dite anti-transitive lorsque RRc¢R.

Une relation R sera dite relation de couverture ou relation de consécutivité
lorsque R est acyclique et anti-transitive.

Une relation R sera dite relation d’enchainement lorsque R est une relation
de consécutivité telle que R est une chaine. '

Il est facile de démontrer les propositions suivantes

R relation de préordre

R relation anti-transitive
R=Rn(RR),

R acyclique et transitive,

»
R relation d’ordre strict

—1
R relation transitive et RnR = ¢.

R relation d’ordre et Ru_'Ri= ExE,

»

R relation d’ordre total

[ T A

-1
» R relation transitive et R = R'uvA,
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R relation d’ordre strict et Ru-ﬁuA =ExE (%),

—1
R relation transitive et R’=R vA,

R relation d’ordre strict total
»

-1
» R relation transitive et RUR = A,

-1 -1 -1 .
RRURRCcRURUAE, et R est connexe.
R est une relation de consécutivité

—c —_ =
et R = Ag, VRUR.

R est une chaine
R ‘est une relation d’enchainement

1 T

St R est une relation de préordre, resp. d’ordre, resp. d’ordre strict, il en est

de méme de R que 'on appelle alors préordre dual, resp. ordre dual, resp. ordre
strict dual de R.

Si R est une relation d’ordre, 'ouverture stricte de R est une relation d’ordre
strict appelée ordre strict associé a R. L'ordre associé a 'ordre strict associé & R
est identique a R.

Si R est une relation d’ordre strict, la fermeture réflexive de R est une relation
d’ordre appelée ordre associé a R. L’ordre strict associé a Pordre associé a R est
identique a R.

Proposition 20. — Si R est une relation d’ordre strict, la relation C = R n (R?)
est une relation de consécutivité. On dira que G est la relation de consécutivité
associée a R.

En effet :
CcA' car CcR - CcR=RcA, C(CcC car Cc(R:Y - R:cC.
Or R2=RR. D'ou RRc(C’. Mais CcR - GcR - CCcRRcC.

Proposition 21. — Pour que R soit une relation d’enchainement il faut etil

suffit que R soit connexe et biunivoque.
La condition est nécessaire.

En effet :

Donc
RR = (ﬁ u—ﬁlv AE,) nRR = (—R nRR)uU (-i—’: nR R) v (Ag_ nR R).
Or R étant antitransitive, RnER =RARR—=gp. Donc RR=AsnRR cest-a-dire
-i{tRcA. On montre de méme que RRcA.
La condition est suffisante.
Par hypothése R étant connexe,

—e T
R =Ag, VRUR.

(1) 1l faut supposer ici que E n’est pas réduit 2 un élément (ce qui permet d’écrire pr,A’=E).
En effet si E est réduit 3 un élément et si R = g, R est bien une relation d’ordre strict telle que

=1 . . . =
RVRUA = E x E mais n’est pas une relation d’ordre strict total car R # E X E.
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R étant quasi fonctionnelle
—1 —1
RRcAg, RRcAg,.
Dou-
=1 = =
. Ag, VRUR =Ag v RUR.
Donc
—c — 4
R =Ag VRUR.
CoroLLaRe. — La condition nécessaire et suffisante pour que R soit une
relation d’enchainement est que R soit connexe, acyclique et biunivoque.

11 suffit de montrer que lorsqu’une relation R est quasi fonctionnelle et acyclique elle est

antitransitive. Or cela résulte de ce que R_RicA = R_Rln A"=¢g = A'RcR/caralors de
R cA’ on déduit RRCA'Rc R, c’est-a-dire RRcR'.

* Proposition 22. — La condition nécessaire et suffisante pour que R soit une
relation d’ordre total est que R soit une relation d’ordre maximal, c’est-a-dire
qu'fl n’existe pas sur E de relation d’ordre S telle que SO R, S R.

La condition est nécessaire.
Car supposons que R soit une relation d’ordre non total. Alors A’n(R n-.Ri)’ # g, c'est-it-
dire il existe x, y, x % y tels que (=, _y)éRuK.
Si l'on pose S = Ru{(z,y)} il est immédiat que S>R, S=R car (x, y)&R
et (z, y)es . .
(2, 7)¢RAR>} (2, )| R{(z, )} =0
De plus la réflexivité de R entraine

{(@, N}ReR{(z, )[R e  R{(z,y)|]cR{(z,)|k

Donc
S =RUR{(z, »)}|R.

Alors

—1
e
$nS'=RnRu(R{(z, )| RnR)u(R{(z, )| RAR)U(R {(z, )| RaR |(y, )| ]).
Or .
(#,)¢R = R{(z,y)|RnR=0g,-

i —1 -1
{(z, )} R{(2, )} =0 = R{(2,5)}RnR(z, y)R=0.
Donc \ .
SnS=RnR=A.

La condition est suffisinte.

En effet, supposons que R ne soit pas maximal. Alors il existe une relation d’ordre ScR,
S 7 R. Donc il existe z 3 y tel que (z, y)€S, (z, ¥)&R.

De plus (=, .y)$—Rl car sinon on aurait (z, y)eSn_Rlc SAS = 4, cest-d-dire » = y.
Donc (a:,y)QRui\iuA‘ Donc Ru—R‘UA¢ E < E. Donc R n’est pas une-relation d’ordre

total.
On en déduit aisément le

COROLLAIRE. — R relation d’ordre strict total = R relation d’ordre strict
mazimal.
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Pour terminer nous donnerons la
Proposition 23. — R est une relation stricte == R ne contient pas de carré £ g, .
—>car s'il existait A 5 g tel que A < AcR alors AnR # g, c'esta-dire R¢ A,
<-car si R n’est pas strict RnA 5 ¢ dont il existe z telle que {(x, w)'} cR. Or l(x, x)]

est un carré.

Exemples. — La suite de matrices

I 1 o o 1 1 1 o o o O I o o o o I 0 o o
o o 0 o 0 1 0 O o 0O 0o 0o o o o 0 0 0 O
0 O I O O O O I 0 o 0O 0 0 0 O 0O O 0 0 oily
0O 1 o 1 O o 1 0 I o o I 0 o o O I o0 o o
I o0 o o 1 I 1T o o 1 I 1 0 o o 1 o0 o o o
o o 1 O 1 o 1 1 o 0o I 1 0O 0 0 1
I o 1 o I 1 I I I o1 1 0o 0 0 o
0010’ OOIO, 0000, 0000,
0O 0o 0 o o 0o 1 1 0O 01 o o I 0 o

donne respectivement des exemples de relations. de préordre, d’ordre, d’ordre
stricl (associé a l'ordre précédent) de consécutivité (associé a lordre strict
précédent) de chaine, d’ordre total, d’ordre total strict (associé au précédent),
d’enchainement.

12. Groupe d’automorphisme d’une relation binaire. Isomorphismes de deux
relations binaires. — Etant donnée une relation binaire R c E > E nous dirons
qu’une permutation 2 de E est un automorphisme lorsque R =RZ, est un

automorphisme dual lorsque 2R = RE. Il est immédiat que le composé de deux
automorphismes ou de deux automorphismes duaux est un automorphisme, que le
composé d’un automorphisme et d’un automorphisme dual est un automorphisme
dual, que A est un automorphisme. On exprime ces propriétés par la dénomina-
tion suivante : L’ensemble des automorphismes d’une relation R sera noté @, et
sera appelé groupe d’automorphisme de R (1), Pensemble des automorphismes
ct des automorphismes duaux d’une relation R sera noté ALl et sera appelé groupe
d’automorphisme étendu de R.
Il est facile de démontrer la

Proposition.
Ap= Ay = Ap,= Azl al,= alw:alﬂ,=alﬁ,l.
Lorsque R est une relation carrée R—=A >< A on posera Xy =&, (?). On

montre facilement que A, est identique a I’ensemble des permutations 2 telles
que 2(A)=A.

(*) Ou encore groupe de décomposition de R (Zerlegungsgruppe). Voir par exemple J, HERBRAND,
Corps algébriques, p. 20 (Mémorial des Sc. math.) pour le cas particulier ou R est ’équivalence
modulo un idéal premier dans un eorps. .

(?) Lorsque A est I'ensemble représentatif d’une certaine propriéte A 2 z 3, on dit que &, est.le
groupe de causalité de 1a propriété A. ‘
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A partir des formules (36), il est facile de montrer que lorsque RCE < E est

une relation rectangle
Ap= apr, RN a,,.., R-

A titre d’exemple le groupe d’automorphisme de la relation représentée par la
I 1 01
o I o0 1
I 11
0O O o0 1
Nous donnerons enfin la définition suivante qui nous sera utile ultérieurement.
Etant donndes deux relations binaires R, c E; x< E,,R,cE, < E,, E,, E, étant des
ensembles quelconques, nous dirons qu’une relation fonctionnelle, biunivoque X
de E, sur E, est un isomorplisme de R, sur R, lorsque ZR;=R,Z et est un

matrice est réduit a 'automorphisme identique A.

isomorphisme dual de Ry sur R, lorsque 2R, =f_f{12‘2.

II. — Relations d'ordre.

Nous allons reprendre dans ce Chapitre I'étude des relations de préordre et des
relations d’ordre en nous plagant cette fois 4 un point de vue plus particulier :
nous allons définir deux « invariants » : sup et inf d’une relation de préordre
et, d’une relation d’ordre et étudier leur propriétés. Par ailleurs en imposant
a ces invariants de satisfaire a certaines propriétés, on obtient des relations d’ordre
particuliéres, dont 'importance est considérable en mathématiques, les relations
d’ordre latticiel.

1. Ensembles préordonnés. — Nous dirons qu’un ensemble E est un ensemble
préordonné si 'on s’est donné une relation de préordre Q c E < E. (Chap. I, §3).

Soit X une partie de E. Nous appellerons :

ensemble des majorants de X, le sous-ensemble Q[ XT];

ensemble des minorants de X, le sous-ensemble fll[l)x],

ensemble des pl;zs grands éléments de X ('), le sous-ensemble Q[X]n X,
Papplication de P(E) dans P(E) qui a X fait correspondre ce sous-ensemble
étant notée max; .

ensemble des plus petits éléments de X (?), le sous-ensemble _SZI[X] nX,
Papplication de P(E) dans P(E) qui a X fait correspondre ce sous-ensemble
étant notée min;

ensemble des éléments maximaux de X, le sous-ensemble <_SZI’ v} A) [X]nX;

ensemble des éléments minimauzx de X, le sous-ensemble (Q' UA)[X]nX;

ensemble des bornes supérieures de X, le sous-ensemble Q‘[SI[X]] nL[X],
Papplication de P (E) dans P(E) qui a X fait correspondre ce sous-ensemble étant

notée sup;

(') Ou encore ensemble des maximums de X.
(*) Ou encore ensemble des minimums de X.
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ensemble des bornes inférieures de X, le sous-ensemble Q[a[X]]nﬁ[X],
'application de P(E) dans P(E) qui a X fait correspondre ce sous-ensemble
4tant notée inf.

Proposition 1.

o supX = min Q[X] =inf O[X] = sup'é[s_z[x” = max‘d[c_z[xn,
inf X = max 0[X] = sup 0[X] = inf 2[2[X]] = min e[]x1],
quelle que soit la partie X de E.

Résulte de (I.23) (1).

Proposition 2.
(2) erx]=oce(xn=elox)], emecealorxy],
quelle que soit la partie X de E.

En effet
Q>A > Q(Q[X])>Q[X],

—1 -1
QQcO=00n0=0 = QAN Q=g = QQcQ
d’apreés (1.32). Donc

QU(X)c2(X) ou @(X)ne[X]=p
ou d’apres (1.19)

QA (X)nQ(Q[X])=g  c'est-a-dire Q(Q[X])cQ[X].
Donc [ X]=Q[Q(X)]. On a vu au paragraphe 11 du chapitre I que Q0 =0 ce qui
donne immddiatement Q[X ] = Q[bi(X)]. Enfin
—1 -1 -1 —1
o(X)ce|e[x]] car o[X]ce[X]=0[a(X)],
~1
don d'apres (1.20), 2(X)ce|ax]].
COROLLAIRE.
(3) supX:sup_Ql(X), infX = infQ(X),
quelle que soit la partie X de E.
En effet, supX = minQ[X] = min Q[bi(X)] = sup—Q‘(X) en appliquant simultanément
l’avant-derniére et la derniére proposition.
Proposition 3. — Quelles que soient les parties X, et X, de E,
(4) XinQ[Xs]#z6 - Q[Xi]cQ[X,].
Eneflet, X;nQ[X.]cX,. Donc@[XinQ[X,]]oQ[X4]. XinQ[X,]# g.
Donc d’apres (1.17). [ XinQ[X,]]cQ(X;nQ[X:])c Q(Q[X:]) = @(X:) d’aprés (2).

(1) C’est-a-dire la formule (23) du chapitre I.
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Proposition 4.

%) maxX #g - Q[X]=Q[maxX],

minX%g - Q[X]=0[minX],
quelle que soit la partie X de E.

En effet
maxXcX - Q[X]cQ[maxX],

maxX cQ[X] - (maxX)cQ(Q[X])=Q[X].
Donc @(maxX)c Q[maxX] d'ou la premiére partie de la proposition d’aprés (I.17).
Proposition 3. — Quelle que soit la partie X de E,
supX ¢ 6> Q[X] = Q[supX], ©[2[X]] = [supX],
inf X %> 0[X]=a[inf X], 0[2[X]] = a[inf X].

En effet d’apres (5)
max@[R[X]]%¢ ~ 0[a[e[X]))]=a[maxala[x]]]

(6)

c'est-d-dire, d’aprés (I.23),
Q[X] = Q[supX].
On montre de méme que '
infX < ¢ > Q[X]=0[infX].
On a donc en particulier
infQ[X] %o — Q[o[X]]=2[infe[X]],
c’est-a-dire
supX#g — _d[Q[X]] =~(.;[supX].
On montre de méme que
nfX =g - ofe[X]]=e[infX].

Proposition 6. — Quelles que soient les parties Xy, X, de E,

max X, # ¢ et maxXe2 06 - max(X;UX,;)=max((maxX;)u(maxX,),

(7) {

min X; £ @ et min X, ¢ - min(X;UX,)=min ((min X; ) u(min X3)).

Démontrons par exemple la premiére partie :

maxX;# g Q[maxX;]=Q[X,] d'aprés (5).
maxXo# g Q[maxX,] = Q[X,]
Donc

max((maxX;)u(maxX,)) = Q[(maxX;)u(max X,)]n((maxX;)u(maxXs))
= Q[maxX;]nQ[maxX,]n((maxX;)u(maxX,)
=Q[X4]nQ[Xe]n((Q[Xs]nXDu(Q[Xa]n X))
=Q[X4]nQ[X:]n(XUXy) = Q[XUuXe]n(X u Xy
= max(X;uX,).

Proposition 7. — Quelles que soient les parties X,, X, de E,

(8) supXs#g et supXoZ 8 — sup(X;uXs)=sup((supX;)u(supXy)i
inf Xy g et inf Xo%2 6 — inf (X;uX,) = inf ((inf X, u(inf X2)).

La démonstration est analogue a celle de la démonstration précédente
LXXVI. 10
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CoroLrare. — Quelle que soit la partie de X de E,

maxX # ¢ - max(maxX) = maxX,
min X # ¢ - min(min X) = min X,
sup X#g — sup (sup X)=sup X,
inf X#g - inf (inf X)=inf X,

2. Préordre induit. — Soit 2 CE > E une relation de préordre et soit A un
sous-ensemble non vide de E. On appelle préordre induit sur A et 'on note Q,
la relation ,=&n (A x A). On vérifie en effet immédiatement que 2, est une
relation d’ordre.

Dans le cas particulier ot @ est une relation d'ordre, 2, est une relation.
d’ordre appelée ordre induit par Q sur A.

D'aprés (1.6) si XcAona

Qi [X]=0[X]nA, Ox(X)c(X)nA.

Pour X € A on notera max, l'application de P (A) dans P (E) qui a X fait corres-
pondre ,[X]nX et 'on dira que ce sous-ensemble et 'ensemble des plus grands
¢léments de X relativement & A.

On définit de méme d’une maniére évidente min,, sup,, inf,.

Proposition 8. — A étant un sous-ensemble non vide de E et X c A on a
(supX)nAcsupsXcQ[supX]nA,
(inf X)nAc infyXc 0 [infX]nA.

(0

1in cffet la premiére formule résulte de

Oa[Qa[X]]56 [@ [X]]nA,

de

, GaleA[X]]neA[X]c @ [X]n A
el de ‘
supX =0 > Q[supX]==Q[X]

I’our sup X = g on a bien sup Xc A. La seconde formule:se démontre de la méme maniére.

J. Ensembles ordonnés.

Proposition 9. — Si Q est une relation d’ordre sur E, max X, min X, sup X,
inf X sont soit vides soit réduits & un élément.

ln effet supposons que max X ne soit pas vide et qu'il existe deux éléments 24, z, tels
que 1 €2 [X]n X et 23€0[X]nX. Alors 2, €2 [X] > & (21)>X. Or 2y € X. Donc z, € @ (21).
'e méme x, ebl(zﬂ ). Donc'z; € (Q n.ﬁ‘)(xg) = A(,), c'est-d-dire #y = 2;. On montre de méme
que min X est soit vide soit réduit a un élément, La seconde partie de la proposition résulte
de (1).

Max, min, sup, inf sont donc des relations quasi fonctionnelles. Pour sup et inf
on notera les quasi-applications correspondantes \/ resp. A. Si V X (resp. A X)
existe on lappelle la borne supérieure (resp la borne inférieure) de X. Les
relations quasi fonctionnelles correspondant respectivement & sup, et inf, seront
notées \/ . (resp. Aa).
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En particulier remarquons que \/g= A E est, lorsqu’il existe, le plus petit
élément de E et que A\ g = \/E est, lorsqu’il existe, le plus grand élément de E.
On écrit parfois \/ z au lieu de \/ X et de méme pour A .
x€eX

Si z, y € E; nous poserons par définition zvy = A {2, ¥}, 2Ay = A {=, ¥}

Proposition 10. — Si  est une relation d’ordre :
quel que soit z € E, zv 3, z vz existent et z =z Vv =z Az; quels que soiént
z,y€kE:

QAz, y3 = xVvyexiste et zVy=y = TAyexiste et zAy ==z,
z\Vy existe > Q3z, zVy3%
x Ay existe > QRzAYy,y%

quels que soient z, y, € E:

yVzexiste et zV(yVz)existe>\V {m, b2 z} existe et aV(yva)=Viz,y sl
YViz et 2y existent z\V/(y\V z)existe(resp. (xVy)V3)->(2Vy) V3 existe (resp. z\V(yV 3)existe
etzV(yvia)=(zVy)Vas,

et les deux implications analogues obtenues en remplagant v par A.

La démonstration se fait sans difficulté.

Proposition 11. — X, Y étant des sous-ensembles de E

VX, VY, VXV VY existent — V(XuY)existe et \V(XuY)=VXvVY,

(10 J AX, AY, AXAAY existent — A(XUY)existe et A(XUY)= AXAAY.

résulte de (8)

Proposition 12. — X étant un sous-ensemble de E, z, y des éléments quel-
conques de E

'\ VX existe <= A 0 [X] existe <> \/ @ [2 [X]] existe > VX = A Q[X]
et

VX = Ve[e[X]],

AX existe = \/ € [X] existe = A [ © [X]] existe > AX = V2 [X]
et

AX = AQ[@X]];
| VX existe - @(vX)=0[X], o(vX)=0o[Q[X], VX=Vva(X)
AXexiste > 2(AX)=20[X], Q(AX)=e[e[X]], AX=Ae(X)
zVy existe = A\ (Q(2)nQ(y)) existe>2zVy = A (Q(2)nQ(¥))

(1) /

(12)

et
Qzvy)=Q(2)nQ(y)

(13) x Ay existe ==/ (zzl(z)n_ﬂl(y)) existe >z Ay =\ (—Qi(m)n_ﬂi(_y))
et

L 2 (2Ay) =2 (2)n0(y).

La démonstration se fait sans difficulté & partir de (1).
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Proposition 13 (*). — Soit A un sous-ensemble non vide de E et X CA.

‘ VX existe et VXeA > VaiXexiste et VaX= VX,
(1) ; AX existe et AX€A - /\A‘X existe et AiX = AX;
(15) % VX et VaiXexistent > 23%VX, VaX3%
o AX €t AxXexistent > Q3 AaX, AX%;

) A=T(A) et VX et VaiXexistent > VX=VaX,
A=Q(A) et AX et AsXexistent > AX= AxX.

En effet (14) et (15) résultent de (9), la premiére partie de (16) se démontre ainsi :
supa X # o> TsupX]nA 2 g0 (VX)nA “ o> VXeR(A)=A,

on applique alors (14).

Définitions. — Soit & une relation d’ordre sur un ensemble E et un sous-
ensemble X de E. Nous dirons :

que X est une \/ partie si quel que soit Yc X, Y£gp tel que \/ Y existe,
VYeX;

que X esl une V partie si quels que soient z, y €X tels que zvy existe,
zvyeX; '

que X est une A partie si quel que soit YcX, Y 2g tel que AX existe,
ANYeX;

que X est une A partie si quels que soient x, y € X tels que z Ay existe.
zAy€X.

Nous dirons :

que  est une relation d’ordre A latticiel (resp. d’ordre \/ latticiel) ou que
E une A lattice(resp. une \/ lattice) lorsque, quelle que soit la partie X non vide
de E, AX existe (resp. \/ X existe);

que Q est une relation d'ordre A latticiel (resp. d’ordre v latticiel) ou que E
est une A lattice (resp. une v lattice) lorsque, quels que soient les éléments
z, y €E, 2 Ay existe (resp. zV y existe);

que Q est une relation d’ordre latticiel complet (resp. d’ordre latticiel) ou
que E est une lattice complete (resp. une lattice) lorsque, Q est a la fois une
relation d’ordre A latticiel et \/ latticiel (resp. lorsque Q est 4 la fois une relation
d’ordre A latliciel et \v lalticiel ).

Soit @ une relation d’ordre sur 'ensemble E et X une partie de E. Nous dirons

que X est cofinal (*) lorsque E =0 (X). X ou X’ est toujours cofinal. Si X, est
cofinal et X, c X;, X, est cofinal. Pour que { #} soit cofinal il faut etil suffit que 2
soit plus grand ¢lément de E.

(1) Ii est tacile de donner des exemples ot \/X existe sans que \/AX exifte et des -exemples ou
VaX existe sans que VX existe,

(2) Ou dense (A. WL, Intégration dans les groupes topologiques, Hermann, 1938, p. 24).
En effet la condition nécessaire et suffisantc pour que X soit eofinal est que X soit partout dense
pour la topologie droite.
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Proposition 14 (*). — SiQcE < E est un ordre A latticiel a gauche et si E a
un plus grand élément, Q est un ordre latticiel complet.

En effet Q [E] # 8 quel que soit X Q[X] 3 g, La proposition résulte alors de (11).

III. — Fermetures. Correspondances de Galois.

Fermetures. — Soit Q une relation d’ordre sur un ensemble E. Pour simplifier
Pécriture, nous désignerons encore la relation R4z, y 4 par z <y ou par y > =.
De plus nous conviendrons de noter par un méme symbole une relation quasi
fonctionnelle (ou fonctionnelle) et la quasi-application (ou l'application) corres-
pondante. Cette confusion d’écriture n’entrainera pratiquement aucun inconvénient
dans ce chapitre.

Soient ¢, et ¢, deux applications de E dans E. La relation <p,_go: €, qui comme
on le voit facilement est équivalente a : quel que soit z€E ¢, (2) < ¢1(2), est
une relation d’ordre sur 'ensemble des-applications de E dans E. Lorsque cette
relation est vraie on dit que g, est plus fin que ¢,.

Soit ¢ une application de E dans E. Nous dirons :

que ¢ est une fermelure (sous-entendu de Q) lorsque ¢ cQ (autrement dit
lorsque ¢ est telle que, quel que soit z€E, z < ¢ (z));

que ¢ est une W fermeture lorsque ¢ est une fermeture idempotente, c’est-a-
dire une fermeture telle que 92 =¢;

que ¢ est une V fermeture lorsque ¢ est une fermeture croissante, c’est-a-dire
telle que ¢R2c Qg ou ce qui est équivalent lorsque quels que soient z, y €E,
z<y>9(x) <9 ();

que ¢ est une G fermeture lorsque ¢ est a la fois une V et une W fermeture;

que ¢ est uné F fermeture lorsque ¢ est une V fermeture distributive par
rapporta \/, c’est-a-dire telle que \/ X existe > \/ ¢ (X) existeeto (\/ X) =V ¢ (X);

que ¢ est une T fermeture lorsque ¢ est une G fermeture distributive par
rapport 4 Vv c’est-a-dire telle que zvy existe —o¢(x)ve(y) existe et
e(zvy)=9(2)Ve(y) )

On dira que ¢ est une ouverture si ¢ est une fermeture pour 2. Etant donné
une fermeture (resp. une ouverture) ¢, nous dirons que l’élément = € E est fermé
(resp. ouvert) lorsque ¢ (2) = .

Nous dirons que les éléments z, y € E sont isotopes lorsque ¢ (z) = ¢ (y); la
relation d’équivalence :plcp sera appelde relation d’isotopie attachée a ¢.

L’identité est & la fois une fermeture et une ouverture. Suivant qu’on la considére
comme fermeture ou comme ouverture, on l'appelle fermeture discréte ou ouver-
ture discrete.

(*) Lorsque E n’a pas de plus grand élément, la proposition n’est plus vraie. Par exemple l'en-
semble des filtres sur un ensemble ([2]) forme une A partie de pp(E) n'ayant pas de plus grand
élément (puisque, lorsque E n’est pas réduit & un élément il y a toujours au moins deux ultrafiltres
distincts) et qui n’est pas une lattice compléte.
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Le lecteur constatera sans peine que les fermetures rectangles, carrées, transi-
tives préordinales. de quasi~équivalence définies au Chap. I sont des C fermetures
et quo les fermetures quasi réflexives, réflexives et symétriques sont des FW fer-
metures.

Il est facile de voir que si Ay désigne 'ensemble des éléments fermés deE, on a

¢ est une W fermeture <= Agy=¢(E).

Si ¢ est une W fermeture, on a

Xco(E) =& Xc3(X) =& X=9(X)

Proposition 1. — Soit ¢ une V fermeture et X une partie non vide de E
Alors :
AX et Ap(X)existent - AX <3(AX) < A9(X) <9 (A7 (X)),
VX et Vo (X)existent > VX <Ve(X)=<9(VX)=<e(Ve (X))

En effet quel que soit z€X, 2> AX, d'ou o(z)p9(AX). D'on /\x o (2)» 9(AX),
z€
d'od A (X)p9 (AX). Le reste de la premiére partie de la proposition est évident.
Quel que soit z € X, ¢ (z) € 9 (X). Donc ¢ (z)=< V¢ (X). Donc < \/ ¢ (X), donc é/xx <V o(X).
X

Douz< VXL Vo(X), dolig(2) <¢(VX) <e(Ve(X). Dot
oI ¢ (@) <2 (VX) <2(Ve(X)),

ce qui démontre la seconde partie de la proposition.

Proposition 2. — Si E estune /\ lattice et ¢ une application de E dans E, la
condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit une V fermeture est que, quelle
que soit la partie non vide X de E on ait :

AX et Ag(X)existent > AX <o(AX) < A9(X) <9 (Ag(X).

Si E est une \/ lattice et ¢ une application de E dans E, la condition nécessaire
el suflisante pour que ¢ soit une V fermelure est que, quelle que soit la partie non
vide X de E on ait :

VX et Ve (X)existent - VX <Vo(X) <o (VX)<p (Ve (X))

Pémontrons par exemple la premiére partie. La condition est nécessaire d’aprés la propo-
sition précédente. Démontrons que la condition est suffisante. ¢ est une fermeture car en
pronant X = {x} on a @« ¢(z). Soient z, y tels que # « y. Alors.z = x/\y. Prenons
Xe{w, ylalors o (@ Ay) =<9 (2)As (). Done ¢(2) < ¢ (2)A¢ (¥), done ¢ (2) < ¢(¥).
Donc o est une \/ fermeture.

La seconde partie se démontre de la méme maniére.

Proposition 3. — Soit ¢ une G fermeture et X une partie non vide de E.
A!!’?f"% :
AX et Ap(X)existent — AX <¢(AX) A9 (X) = ¢ (Ae(X)),
VX et Ve(X)existent > VX < Ve(X)<p(VX) =29 (Ve(X))

En effet ¢ étant une V fermeture, Ay (X)> ¢(AX) et en remplagant X par ¢ (X),
AP(X)> o (A9(X)), Ve(X)=<¢(VX) et en opérant les deux membres par ¢,
?(Ve (X)) <9 (VX).
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Proposition 4. — Si E est une A lattice et ¢ une application de E dans E, la
condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit une C fermeture est que quelle
que soit la partie non vide X de E on ait :

AX et Ap(X)existent > AX <o (AX)=<XA?(X)=29(A3(X)).

.Si E est une \/ lattice et ¢ une application de E dans E, la condition nécessaire
et suffisante pour que ¢ soit une C fermeture est que, quelle que soit la partie
non vide X de E, on ait :

VX et Vo(X)existent - VX =Ve(X)<e(VX)=o(Vo(X))

- En effet, les conditions nécessaires résultent de la proposition ci-dessus et les condition~
suffisantes se démontrent immédiatement en prenant X = {x }

JLemme. — Soit ¢ une C fermeture. Alors ¢(E) est une A partie de E
cofinale, et si \/ X et, \/ o X existent, \ (| X]no(E)) existe et l'on a

Ao X = A(Q[X]n¢(E)) =9(VX).
En effet soit Xco(E), X #g. Alors X =¢(X). D'aprés la proposition précédente
Ae(X)=o(A¢(X)); donc AX = ¢(AX). Donc ANXe€g(E), c’est-a-dire 9(E) est une A

partie de E. o(E) est cofinale en E car ch#Ac_ﬂtv—>E =_Qt<p(E). Supposons que /X,
VerX et A(2[X]n9(E)) existent.

Alors
VomX = Ae® Qe [X] = A(Q[X]ne(E)).

Or yeQ(z)n9(E)—>9(2) <y, car y€Q(z) > ¢(2) <{¢(y) =y, puisque y € 9(E). Donc
quel que soit z, A(Q(z)no(E)) existe et ¢o(x) = A(Q(z)n¢(E)). Donc si /X existe,
AR(VX)n9(E)) = A(Q[X]n¢(E)) existe et I'on a

o(VX) = A(R[X]ng(E))

Tatorime. — Soit E une A lattice, C Uensemble des C fermetures
sur E ordonné par la relation « plus fin que », 8 l’ensemble des A parties
cofinales de E ordonné par inclusion. La correspondance entre 8 et C qui ¢
9 € C fait correspondre 9(E) et & A€S fait correspondre o défini par
9(2) = A(R(2)nA) est un isomorphisme dual entre les deux ensembles
ordonnés S et C. De plus C est une ) lattice et S une \/ lattice.

Lorsque E est une lattice compléte, C et S sont des lattices complétes.

En effet, d’aprés le lemme précédent, eC > ¢(E)ed.

Soit A€S et ¢ défini par ¢(2) = A(Q(@)nA). A étant cofinal Q(z)n A =p quel quo
soit . A étant une A partie A(Q(z)nA) existe et A(Q(2)NA)eA, A(Q(2)n Au i)
car A(Q(z)nA)» AQ(z)=a. Donc A(Q(z)nA)e(xz)nA,c'est-a-direc(xw)e(z)n .\
est plus petit élément de Q(z)nA. Donc Q(2)NA =Q(p(x))NA et en opérant var A
o(z) = 99(x). De plus 9(2)€Q(z). Donc ¢ est une W fermeture.

¢ est une \/ fermeture car o <y > Q(2)2Q())>Q(@)NADQ(Y)AA > (& =i
Donc 0 €C.

La correspondance donnée entre C et ¢ est biunivoque car

Y(z)= N(@(@)ne(E)) > =09,
puisque d'aprés le lemme A(Q(2)n¢(E))=¢(x); d'autre part g(z)= (& ~A)
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implique 3 (E) = A car, quel que soitz, ¢(2)€A. Donc 9(E)c A. D’autre part $(E)> A car
sizeA, 9(z)= NQ(z) =z, c'est-a-dire z€¢(E).

On vérific immédiatement que la correspondance est un isomorphisme dual entre C et S
et que C est une A lattice et S une \/ lattice.

Tatorime ('). — Soit E un ensemble qui soit & la fois une A\ lattice et
une v lattice, G l'ensemble des T fermetures sur E ordonné par la relation
« plus fin que », WU Uensemble des parties cofinules des E qui sont a la
Jois des N\ parties et des v parties. La correspondance entre & et U qui
@ 9 €T fait correspondre ¢ (E) et & A€ fait correspondre ¢ défini par
9 (z)=A ((z)nA) est un isomorphisme dual entre les deux ensembles
ordonnés Get WU. De plus G estune )\ lattice et une v lattice et W une \/ lattice
et une nlattice.

En effet €% > 9(E)e A car 21, 2:€E > 21V 2a = ¢ (21) Vo (22) = @ (21 V x2) €9 (E)
?(E)e U - 9€D, car
e(ziVvas)= A (Q(z1Va:) NA)=A (2 (1) NAW A (Q(22)NA)=9 (z1)V ¢ (22).

Correspondance de Galois. — Soient E et F deux ensembles ordonnés. Nous
cmploierons le méme symbole < pour désigner les relations d’ordre sur E et
sur F, ce qui ne présente pas d’inconvénient. Nous dirons que le couple (f, e),
Jf étant une application de E dans F et ¢ une application de F dans E est une
correspondance de Galois (*) entre E et F lorsque :

ef est une fermeture dans E;
/e estune fermeture dans F;
e est décroissant (c’est-d-dire 74 <z, —>e(21) >~ () quels que soient z,, z, € E);
Jestdécroissant (c’est-a-dire y4 <y2—>f(1)> f(¥a) quels que soient y, y, € F).

Tutorime. — S¢ (f, e) est une corresvondance de Galois entre les ensembles
ordonnés E et F, ona:

fef=f,efe=e;

¢ =e¢f est une C fermeture dans E et ¢(E) = e(F);

¢ = fe est une C fermeture dans F et ¢(F) = f(E);

la restriction fyg de f 4 ¢(E) est un isomorphisme de ¢(E) sur ¢ (F);

la restriction egr de e & ¢(F) est un isomorphisme de ¢(F) sur ¢(E) inverse
du précédent.

En effet, quel que soit € E, ef(2)p = d’ou fef(a) « 2, fe étant une fermeture
Jef(z) - f()

Donc fef(x)= f(«) quel que soit 2. Donc fef = f. On montire de méme que efe =e.

(1) Ge théoréme montre l'identité entre les topologies définies par des T fermetures et les topo-
logies définies par un ensemble de fermés satisfaisant aux axiomes Fr et Fu de N. Bourbaki
{4 Chap. I §1].

(*) Galois a en eflet découvert unc correspondance de ce type trés importante : celle entre les
sous-groupes du groupe d’une équation et les extensions normales du corps des: coefficients.
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¢ = ef est une G fermeture car fef = f—>efef = ef > c2=¢; c'est donc une W fermeture
car le composé de deux fonctions décroissantes est une fonction décroissante.
¢(E)=¢(F) car zee(F)==3y€eF, z2=¢y = z=¢(z), (on prend y = f(z)). On
montre de méme que ¢ = fe est uhe C fermeture et que ¢(F)= f(E). f applique ¢(E)
sur ¢(F) car fe = f, e applique 9(F) sur ¢(E) car egp = e.
La réstriction de f 4 ¢(E) est une application biunivoque entre ¢(E) et ¢(F) car

w=e@)=ef(21), m=cla)=ef(z) et flo)=flm) > n=w
(en multipliant les deux membres par e.

La restriction de e a o(F) est I'inverse de la restriction de f/ a ¢(E) car

r=c(z)=-cef(x) > ef(x)=ux.
Nous dirons que la correspondance de Galois (f, ¢) entre E et F est parfaite
en E lorsque e applique F sur E.

Nous dirons que la correspondance de Galois (f, ¢) entre E et F est parfaite
lorsqu’elle est parfaite en E et en F (Ore [2]).

Proposition 8. — Si (f, e) est une correspondance de Galois entre E et IF,

(f, e) est parfaite en E = ¢ =ef &st la fermeture discréte, (a)
» = f est biunivoque entre E ct o(F), (b)
(f, e) est parfaite = f est biunivoque entre E et F. (c)

En effet :

(f, e) parfaite en E>(a) car ¢(E)=E = ¢ estla fermeture discréte;
(a)—>(b) car ¢(E)=E. Or on a vu que la restriction de /' a ¢(E) était biunivoque;
(b)—>(a)car ¢(E)# E—~» Ju, # # ¢(x). Or f(#) = fe(x). Donc f n’est pas biunivoque.

Fermetures sur P (E). — Proposition 6 (Everett [10]). -— Pour que ¢ soit
une C fermeture sur P(E) ordonné par inclusion, il faut et il suffit qu’il existe
un ensemble F et une relation RcExF telle que, quel que soit XcE,

9(X) =R[R[X]].

En effet, la condition est suffisante d’aprés les formules (I.4), (I.22), (I.23). La condition
est nécessaire : i suffit de prendre pour F I'ensemble des ¢(X) lorsque X parcourt P(E) et
pour R la relation R3z, ¢(X)2 = zeo(X).

Proposition 1. — Pour que ¢ soit une C fermeture sur P(E) ordonné par
inclusion et que ¢(g) =g, il faut et il suffit qu’il existe un ensemble F et une
relation Rc Ex<F telle que R’ soit partout définie et que, quel que soit X cE,

9(X) =R[R[X]].
En effet
- -1
RI[R[¢]]=¢ = R(F)=E = ])1’1R'=E.

Proposition 8. — Si Rc E < F est tel que R soil quasi fonctionnelle et sil'on
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définit ¢ application de P (E) dans P (E) par ¢(X) =_I{[R[X]] quel que soit X cE,
@ est une T fermeture sur P (E).

Cela résulte de la proposition 8 du Chapitre I.

Etint donné un ensemble E ordonné par. une relation d’ordre et admettant
un plus petit élément z et des atomes, c’est-2-dire des éléments minimaux
de (2N A")(z), on dira qu’une C fermeture ¢ sur E est une G, fermeture (respec-
livement qu’une T fermeture ¢ sur E est une T, fermeture) lorsqu’elle satisfera &
la condition de séparation de Kolmogoroff :

siz ety sontdesatomes: 2=y = ¢zr=09(y).

Nous appellerons une FT, fermeture, c'est-a-dire une fermeture qui est & la
fois une I' fermeture et une T, fermeture une fermeture d’ Alexzandroff.

Proposition 9. — Pour que ¢ soit une F fermeture sur P(E) ordonné par
inclusion, il faut et il suffit qu’il existe une relation réflexive R c E <E telle que,
quel que soit X CE, ¢9(X) =R(X)

En effet la condition est suffisante-d’aprés les formules (I.4) et (I.8)et (I.3). La condition
est nécessaire : il suffit de prendre R défini par R(z) =<¢({z}{)

Proposition 10. — Pour que ¢ soit une FT fermeture sur P(E) ordonné par
inclusion, il faut et il suffit qu’il existe une relation de préordre R c Ex<E telle
que, quel que soit X cE, ¢(X) =R(X), car

quel que soit XR(R(X))=R(X) = Rz=R.

Proposition 11. — Pour que ¢ soit une ¢ fermeture d’Alexandroff sur P(E)
ordonné par inclusion, il faut et il suffit qu'il existe une relation d’ordre R c Ex<E
telle que, quel que soit X cE, ¢(X) =R(X),

car R(z)=R(y)=2xz=y) = R n-i’: =4, R étant une relation de préordre.

Deux I’ fermetures ¢1, o3 sur P(E) seront dites réciproques si les relations

binaires réflexives Ry, R, correspondantes sont telles que R, =f_i: ([10]).

Uune F fermeture sur P(E) sera dite autoréciproque si la relation binaire
réllexive carrespondante est symétrique.

Une I’ fermeture sur P(E) sera dite linfieldienne ([11]) si elle est autoréci-
proque et si la relation R correspondante est telle, quel que soit z € E, R(z) est
fini.

Etant donné un ensemble ordonné par la relation d’ordre 2, on dit que la
fermeture d’Alexandroff définie par ¢(X)=Q(X) définit sur E la topologie

gauche el que la fermeture d’Alexandroff définie par ¢ (X) =_521(X) définit sur E
la topologie droite ([4] Chap. I, § 1, Exercice 1).
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