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Az alabbiakban Osszeallitunk egy Haskell modult, amely a belsdpontos Newton-iteracié algo-
ritmusaval old meg linearis programozasi feladatokat.

module InteriorNewton where

1. Reprezentacio
A lineéris algebrai miiveletek megvaldsitasat a HMatriz csomagbdl vessziik at:

import Foreign.Storable

import Data.Packed. Vector

import Data. Packed. Matrix

import Numeric. LinearAlgebra.Algorithms
import Numeric. LinearAlgebra. Linear
import Numeric.LinearAlgebra.Interface
import Numeric. LinearAlgebra.Instances

A megoldasi folyamat naplézasadhoz a Writer monadot hasznéljuk:

import qualified Control. Monad. Writer as W
import Control. Monad.Loops (drop WhileM)
import Control. Monad (liftM)

Kétszeres pontossagu, lebegdpontos szamabrazolast fogunk hasznélni, ezért minden vekto-
runk és matrixunk Double elemeket tarol. Az egyszerliség kedvéért bevezetjlik az alabbi tipus-
szinoniméakat. A toVec segédfiiggvényre azért van sziikségiink, mert a HMatriz csomag megkiilén-
bozteti a vektorokat és az egyoszlopos matrixokat.

type Vec = Vector Double
type Mtx = Matriz Double

toVec:: Mtx — Vec
toVec = head o toColumns

A megoldandé linearis programozasi feladatot az aldbbi forméban varjuk el:

min ¢’z

Az =10
x>0
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Egy ilyen feladatot az alabbi algebrai adattipussal reprezentalunk:

data Problem = Problem { prob_A :: Mtx,
prob_b :: Vec,
prob_c:: Vec}

deriving Show

2. c-egyenlOség

A lebegbpontos szaméabréazolas korlatai, illetve a numerikus hibak feltorlédasa miatt szamok, illetve
vektorok egyenlségét nem érdemes szigoriian nézniink, ezért bevezetjitk az alabbi = relaciét:

infix 4 =
class Approx a where
(=) ::a— a— Bool

e=10"°

instance Approx Double where

2% |z—y
rRYy=——"""-—<§¢&
L+ [af + 1y

instance (Storable a, Approx a) = Approx (Vector a) where
x = y= and$ zipWith (=) (toList x) (toList y)

3. Naplozas

data OptimizationStep = Infeasible (Vec, Vec, Vec) Double
| Feasible (Vec, Vec, Vec)
deriving Show

type Logging a = W.Writer | OptimizationStep] a

writeLog :: OptimizationStep — Logging ()
writeLog x = W.tell [x]

iterateUntil :: (a — Bool) — (a — OptimizationStep) — (a — a) — a — Logging a
iterate Until isFinished logger step initial = lift M head $ drop WhileM notFinished (iterate step initial)
where notFinished z = do writeLog (logger x)
return (— (isFinished x))

4. A feladat perturbalasa

Ahhoz, hogy kezdeti belsé megoldasunk legyen, a feladatot az alabbi forméaban perturbaljuk, azzal
a céllal, hogy v = 1,{ = 1 esetén vélaszthassuk az (e, 0,e) vektor-hdrmast kezdeti megoldasnak,
és v — 0 esetén az eredeti feladathoz tartsunk:

Az = b—-vmn
ATy + s = c—vVUr,

ahol



r, = b—C(Ae
re = c—C_e

A megvalésitas soran a ¢ paraméter értékét fixen 1-en tartjuk.

perturbation :: Problem — (Vec, Vec)
perturbation (Problem A b ¢) = (ry, re)
where 1, = b — (- Ae)
re=c—C(-e

(=1

(n,m) = (cols A, rows A)
e = constant1 n

5. Centralis ut

A centrélis utat az aldbbi, u-vel paraméterezett egyenletrendszer (z,y, s) megolddsaival definidljuk:

Ax = b
ATy + s = ¢
xs = pe

6. Haladas az eredeti feladatba, illetve a centralis titon

Adott v és (z,y,s) belsd, perturbdlt megoldds esetén olyan (o, y,s’) belsé megoldat keresiink,
amelyre teljesiilnek a feltételek valamilyen v/ és p paraméterek esetén:

Ax' = b—vn
ATy s = c—vre
s’ = pe

Ehhez az alabbi formaban allitjuk el6 Sket:

¥ =r+alx
Y =y+aly
s =s+als
Ahol a € (0,1]-et tigy vélasztjuk, hogy a megengedettség és a pozitivitds megmaradjon,

(Az, Ay, As)-et pedig (x,y,s) megoldds-voltat kihaszndlva, az el§jel-kotottséget elhagyva kap-
juk:

Ax = b—vm

A(x + Ax) = b—vrmn

AT g+ s = c—vUre

AT (y + Ay) + (s+As) = c—vr.
(x+Ax)(s+As) = pe

Az egyenletrendszert atalakitva, a kvadratikus tagot elhagyva a kovetkez6 lineéris egyenlet-
rendszer alapjan szémithaté ki (Az, Ay, As):

AAzx = (v—=v)m
AT Ay + As = (v—=v)r.
sAx+ xAs = pe—=xs



Ennek az iteraciés lépésnek az iranyat szamitja ki az alabbi fliggvény:

dirNewton :: Problem — Double — Double — (Vec, Vec, Vec) — (Vec, Vee, Vec)
dirNewton probQ(Problem A b ¢) u Av (z,y, s) = (Az, Ay, As)
where Az = subVector 0 n &
Ay = subVector nmé
As = subVector (n+ m) n &

& = toVec (linearSolve mtx (asColumn \))

mtx = fromBlocks [[A, 0, 0],

[0, AT I],
[mS,0, mX]]
where mS = diag s
mX = diag x
I = identn

A = join [Ap, Ac, Ay

A =Av-1yp
Ae=Av -1,
Ap=p-e—1x8

(rp,Tc) = perturbation prob

(n, m) = (cols A, rows A)

e = map Vector (const 1) ©

Az irdny ismeretében mar csak az a lépéshossz meghatarozasa van hatra. Ehhez hanyados-
tesztet végzink az irany alapjan, az eredményt eltolva e-nal a szigora pozitivitas érdekében.

aMaxFromRatios :: (Vec, Vec, Vec) — (Vec, Vec, Vec) — Double
aMaxFromRatios (z,y, s) (Az, Ay, As) = min 1 ((minimum ratios) — €)
where ratios = ratiosX H ratiosS
ratiosX = filter (>0) $ zip With ratio (toList x) (toList Ax)

ratiosS = filter (>0) $ zip With ratio (toList s) (toList As)
—z
tio zdz= ==
ratio z dz = —

7. Kezdo6 bels6 pont keresése

Az optimalizalas els6 fazisdban v-t 1-r6l 0-ra lenyomva keresiink olyan pontot, amely az eredeti
feladatnak bels pontja. Ehhez a perturbalt feladat (e, 0,e) belsé kezd6pontjabdl inditjuk a fent
definidlt Newton-iteraciot, Ggy, hogy minden 1épésben 0O-ra prébaljuk csokkenteni v/-t (azaz Av =
v). Az alébbi fiiggvény az iterdcié egy 1épését szamitja ki gy, hogy a tényleges v/-t a Newton-1épés
megtétele utan, egyszeri behelyettesitéssel végzi.

stepToFeasible :: Problem — Double — ((Vec, Vec, Vec), Double) — ((Vec, Vec, Vec), Double)
stepToFeasible probQ(Problem A b ¢) p ((z,y,5),v) = (¢, v, 5),v)
where (Az, Ay, As) = dirNewton prob u v (z,y, s)
a = aMaxFromRatios (x,y, s) (Az, Ay, As)

7 =z4+a-Azx
Y =y+a Ay
§=s+a-As



V = A(z+ a - Az)
(ry, —) = perturbation prob

/ (b — bI)O
Tbo

Minden adott tehat, hogy elkészithessiik azt a kezd&pont-keresé fiiggvényt, amelyik addig
iterdl, amig az eredeti feladatnak egy (e-)megengedett belsd pontjat kapja. A Writer monadot
hasznaljuk a szamitasi sorozat naplézasahoz.

initiallnfeasible :: Problem — (Vec, Vec, Vec)
initiallnfeasible (Problem A b ¢) = (x,y, s)
where z = constant 1 n
y = constant 0 m
s = constant 1 n
(n, m) = (cols A, rows A)

solveToFeasible :: Problem — Logging (Vec, Vec, Vec)
solveToFeasible probQ(Problem A b c) = liftM fst $ iterateUntil isFeasible toLog (step ToFeasible prob 1) ((z,y,
where (z, y, s) = initiallnfeasible prob
nw=1
v=1
isFeasible ((¢/,yf,§),v') = A” = b
toLog ((z,y, s),v) = Infeasible (z,y, s) v

8. Optimalizalas

Egy (z, y, s) belsd pont birtokédban végre elkezdhetjiik a tényleges belsépontos optimalizaldst,
vagyis a centralis uton haladéast p csokkentésével. Lépésenként kiszamitjuk a javité iranyt és
lépéshosszt, és ha C(u) megfeleld kozelébe keriiltiink, akkor p-t is csokkentjik. A centralis uttél
valé tavolsdgot az alabbi fiiggvénnyel értelmezziik:

0(-,+,+) :: Vec = Vec — Double — Double
0(x, s, 1) = 0.5 % ||u— recip ul|o
where u = zipVector fz s

Fesi= [0
1

A lépéshosszt pedig tgy valasztjuk meg, hogy amellett, hogy az z,s > 0 feltétel teljesiiljon,
ne ,ugorjunk ki” az optimélis megoldason atlépve a megengedett pontokbdl, vagyis a dualitési rés
nemnegativ maradjon.

target (Problem A b ¢) (z,y,s) =z’ ¢

shadow (Problem A b ¢) (z,y,s) = y'b
gap prob (z,y, s) = target prob (x,y, s) — shadow prob (z,y, s)

stepNewton :: Problem — ((Vec, Vec, Vec), Double) — ((Vee, Vec, Vec), Double)

stepNewton prob ((z,y, s), p) = (¢, ¥, ), 1)
where (Az, Ay, As) = dirNewton prob u 0 (z, y, s)

7 =z4+a-Azx
Y =y+a Ay
§=s+a-As



aMax = aMaxFromRatios (z,y, s) (Ax, Ay, As)
a = until isPosGap (x0.95) aMax
where isPosGap o = gap prob (2, ¢/, s) =20
where 2/ = z+ - Az
Y =y+a- Ay
§=s+a-As

w =if6(o, ¢, ) <7 then (1 —0)xpelsep

7=0.1
#=0.8

Ezekutan nincs mas dolgunk, mint addig iteralni, amig optimalis, azaz e-nal kiesebb dualitasi
résti megoldast nem talalunk:

solveNewton :: Problem — (Vec, Vec, Vec) — Logging (Vec, Vec, Vec)
solveNewton prob (z,y, s) = liftM fst$ iterateUntil optimal toLog (stepNewton probd) ((z,y, s), i)
T
where p = rs
n
n = fromIntegral (dim x)

optimal (2,4, §),u") = gap prob (¢, y/,¢) =~ 0
toLog ((z, y, s), 1) = Feasible (z,y, s)

optimize :: Problem — Logging (Vec, Vec, Vec)
optimize prob = do (z, y, s) < solveToFeasible prob
solveNewton prob (z, y, s)
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