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MATRICES D'EUt.ER-SEIDEL

Dorninique Dumont

1. Ititroductioii.

Get article est un recueil de tables de calculs aux differences

finies. Ce que nous nommons matrice d'Euler-Seidel, c'est ce que des

mathematiciens d'autrefois comme Leibniz, Euler, ou Seidel, construisaient

lorsque partant d'une suite de nombres, ils consideraient la suite des
differences entre termes consecutifs, notant A 1'operation effectuee, et

iteraient Ie processus [l8] .

Nous exposons d'abord les deux theoremes d'Euler et de Seidel,

un peu oublies quoique tres elementaires, puis les appllquons aux exemples

qui nous ont paru les plus interessants. Les exemples interessants sont
ceux ou la matrice d'Euler-Seidel permet un calcul rapide (extrSmement

facile a programmer sur ordinateur) de la suite d'entiers initiale, qui

par ailleurs a une interpretation combinatoire. Pour chaque exemple
nous donnons la table des premieres valeurs, selon un principe cher aux

praticiens des denombrements.

2. Definition et proprietes elementaj^r^s.

Definition. - Soit a^, a , a^, .... a^, ... une suite d'elements d'un
anneau commutatif A (en fait ici des nombres, des polynOmes, ou des

fractions rationnelles). On appelle matrice d'Euler-Seidel associe a

(a, ) la suite-double (ak) {n > 0 , k s 0) donnee par la recurrence
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<. > a^an
k _ k-1 , k-1

a__ = a_ + a.
n ~n

(n > 0) ,

(k s 1 , n > 0)

La suite (a_), premiere ligne de la matrice, est la suite initiate.

La suite (a^), premiere colonne de la matrice, est la suite finale.

II resulte innmediatement de (l) 1'identite

(2) ik = S (k) a°
i=0

<- , Ejr>a^r

En particulier, on passe de la suite initiate a la suite finale, et inversement,

par

(3)

(4)

»n- ^.0
ao=iEoar>

0
n

i<ni i

avn\^(-l)ri)a0

0 ,n
Proposition 1 (Euler [ll]). Soit a(t) = E a^ t" la fonction g^neratrice

ordinaire de la suite initiale* Alors la fonction gen6ratrice ordinaire a(t)

de la suite finale e st donnee par

(5) a(t) = E a^t"=-,- a(-^)
n SO "

En effet, on sait que

(6)
(1-t) n+1

= E (ntk ) tk
ks 0 "

Par suite,
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T^^-^^ n+]

, : (n.l:k) a° tn+k
T), k > 0

E^t\£. -^}^
m sO n+k= m

am tmao
m 20

= a(t)

Proposition 2 (Seidel [28]). Soit A(t) = S ^ a^ ̂ - la fonction generatrice
n sO

exponentielle de la suite initiate. Alors la fonction generatrice exponentielle

de la suite finale est donnee par

n

(7) A(t)= S_a^^
n SO

= et A(t)

En effet, d'apres (3) ,

" /n, 0 , t"
A(t}= Z (. S, (Rap ̂ 7

n s- 0 i=0

0
a,

= S -HT ti+J=etA(t).
i. J s0

TTyl-

Remarques. l) On passe d'une proposition a 1'autre par transformation

de Laplace formelle.

2) On montre aisement [8] que la fonction generatrice exponentielle

double de la matrice vaut
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n, k s0
^ ^ CT=eu A<t+u) .

3. Matrices d'Euler-Seidel de nombres (exemplec;).

Nous commencerons par trailer trois exemples ou les nombres

sont fractionnaires, puis nous aborderons les exemples avec des entiers

qui ont des interpretations combinatoires.

lo) a^ = i^- (n > 0) . Alors a(t) = ^Logd+t) , a(t) = -^ Log(l-t) ,
A(t) = 1^- , A(t) = .e-^-1- . a^ =-^ , et plus generalement

(-1) n
k

ln ~ (n+k+l)(^+k)

1

2 4
1_

~z

(ES1) ^
1
4

1

"5

1

~6

1_
~\2

1

20

+

+

~[2
1

30

1

"4

1

2^

4

Cette matrice est en general attribuee a Leibniz [6]

2a) L'exemple suivant est d0 a Euler [ll] .

a° = {~1), (n ;> 0) . On constate rapidement que
ln ~ Zn+1

ak = ,.(-,l)Iu2'4:^(2klx.
i^, k . E" particulier a^

an " (2n+l)(2n+3). .. (2n+2k+l) . "" ̂ ---- -0
n _ 2. 4... (2n)

T7y. 5... (2n+l)



-65-

1

2

1. ^

(ES2) 2.4
1. 3.5

2. 4.6
1^3. 5.7

1

T
-2

-2.4
3. 5.7

4 1

7

.

2 . 3 -^ i
a(t) =1 - -j+ ̂ -- -^-+ ... = t z Arcfcg(t2) .
D ou, d apres la proposition ] ,

a(t) = [t(l-t)]7Arctg(-^7 .
En posant t = x , et en observaiit qoe Arrtg

Euler deduit

x

7Tx

= Arc Sin x ,

Arc sin x _ , 2 3, 2. 4 5 , 2. 4. 6 7
= x +-^-x~' + , -', "^ x I ;~"^'^' ̂  x' + ...

3 " 1. 3. 5 ' I. 3. 5. 7
/l-x^

>oi ^0 _ . , 0 _ 1. 3. 5... (2n-l) ", ,0
30 ) a0 

' } ' a2n 
~ 2;4;6:::Zn"~17 et a2n-l 

' ° ^n> ^ '

1

M-
T7T

1. 3. A
1. 2.3

1. 3. 5. 7
172. 374

0

1
?

1

15
~8~

1

z

1

"2
7

8"

0

1.3
zT^T

1.3
T74

n _ I* 3. 5... (2n-l) TT-^ _rr"< -/i. t - I -ll_.\
a^ = --~ '"( ~ . ' -- . Jf-'" et}pt: a^t/ = .. '.-. ^ , a'ou

n! Yi-t'

a(t) =--- . En outre A(t) = I^(t) , fonction rnodifiee de Ressel,
_ J^

et A(t) = er I^(t) .
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Nous abordons a present les exemples de matrices a coefficients

entiers. Laissons en exercice 1es nonibres de Fibonacci, et commen^ons

pnr le.s tio'nhi'es de P>Rl1 :

4°) a = B_ , nombre de partitions d'un ensemble a n elements. On salt
n n ^ - ^

[6] qiie A(t) = ee l . D'ou A(t) = ee l+t 
= A'(t) . Par suite

a° = a^-l , d'od un precede de calcul simple des nombres de Bell

[12, 21] .

(ES4)

1

2

5

15

52

1

3

10

37

2

7

27

5

20

15 52

5°) Un exemple voisin est celui ou a^ est Ie nombre de partitions
ordonnees d'un ensemble a n elements (une partition ordonnee est Ie

couple forme d'une partition et d'un ordre total sur les blocs de cette

partition). On montre que A(t) =---^ . D'ou A(t) = 2A(t)-l , et on a
-e

an= 2 au . En outre, dans toute matrice d'Euler-Seidel

^s»on+<^-l+aL2 +^-3+-+aS-1'-
Dans ce cas particulier, on a done

0 _ _0 ^ _1
a _ = a_ , + a_ ->"<...
Ln ~n-l ~n-

. + a
n-1

d'o& un calcul rapide de ces nombres, etudies par maints auteurs

[1, 4, 1Z, 15, 16, 21, 29, 31, 3Z]
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;ES5)

1

2

6

26

1

4

20

3

16

13 75

6°) Considerons a present Ie cas ou a^ est Ie nombre d'applications f

idempotentes (fof = f) d'un ensemble a n elements dans lui-meme

[6, 17, 25] . Alors

te t te'
A(t) = ete , d'ou A'(t) = (l+t)et eL C 

= (l+t) A(t) .

Done a^ = a^ + n a^-l , et un rapide calcul de a^ [l7l .

1

2

(ES6) 6

23

104

1

4

17

81

3

13

64

10

51

41 196

7°) Si a_ estIe nombre de permutations sans point fixe, ou derange ments,

d'un ensemble a n elements, alors a^" vaut n! , nombre de toutes

les permutations [6, 24] .

A(t) =
-t

e

1-t
A(t) =

1-t

Signalons que cette matrice d'Euler-Seklel est deja dans Euler I 10 l ,

mais privee de la ligne initiale ! Au sujet des nombres a' , voir 19
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1

1

2

(ES7) 6

24

120

0

1

4

18

96

1

3

14

78

2 9

11 53

64

44

8°) Ainsi d'une maniere generate, dans les classes de per mutations, on

passe des "sans point fixe", avec une fonction g^n6ratrice

A(t) = ef^t) , ou f(0) = f'(0) = 0 , aux "avec points fixes" oil
A(t) = ef(t)+t . A ce sujet, voir [l3] .

Exemple : a_ est Ie nombre de per mutations involutives (pop = id)

sans point fixe d'un ensemble a n elements, done a^ = 0 si n

impair et a° = 1. 3. 5... (n-l) si n pair. Alors a^ est Ie nombre
de toutes Ie s per mutations involutives.

t2 .. t2
fc7 -,.. t+?

A(t) = e" A(t) = e " .

1

1

(ES8) 2

4

10

26

0

1

2

6

16

1

1

4

10

0

3

6

3

3

0 15

9°) Si a = n! , a^ est Ie nombre "d'ar range nu'nts" sur 101 .. DS<'i.. l. !.
n u ^

a n elements. A(t) =-r1-,- , A(f)
l-t I -t
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1

2

(ES9) 5

16

65

1

3

11

49

2 6

8 30

38

24

10°) Nous abordons a present les exemples dOs a Seidel [28] , qui ottt

pour caracteristique de concerner des suites d'entiers altern6es.
Si a°= 1 . a°_=0 (nsl) , et a^_, = (-D" T^n-l f nombre

l2n t2n-l 2n-l

tangent, alors a^n= (-l)n E^ , nombre secant.

1

0

(ESlO)-l

0

5

0

-61

1

1

1

5

5

-61

0

2

4

10

. 56

2

2

-14

-46

0

-16

-32

-16

-16

A(t) = 1-tht =
e£"+l

AtO'-m .

Si 1'on repart des nombres s^cants comme suite initiale, on reobtient

les nombres tangents, car si A(t) =-^ » A(t) = 1 + tht .
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1

1

0

(ESIO')-Z

0

16

0

0

1

2

2

16

16

1

1

4

14

. 32

0

5

10

. 46

5

5

-56

0

-61

-61

En fait, c'est la "mgme" matrice. En supprimant les signes et en la

decrivant en diagonale, Seidel obtient Ie triangle suivant

2

2

16 16

1

. 1

2

4

14

1

1

5

10

5

5 <-

triangle qui permet un calcul rapide des nombres tangents et secants,

et dortEntringer a donne 1'interpretation combinatoire [9] .

ll°)A(t) =-^ . Alors a^ = 0 , a^ = 1
0 _1+.°.

aL+i= ° (n'1) .
a? =(-!)" G^_ , ou G, ^ s'appelle nombre de Genocchi. D'oui
'2n ' *^' 2n

A(t) = -A(t) + Zt .
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0

1

1

(ES11) 0

1

0

3

0

-17

1

0

1

1

1

3

3

-17

I

1

0

2

2

6

14

0

1

?.

0

8

8

1

1

z

8

0

0

3

^

8

3 0

3 17

14

On montre que an = 0 , et Seidel obtient Ie triangle

1

1 1

2 1 4

233

863^

8 14 17 17

17

qui permet un calcul rapide rles nombres dc C. enocchi ainsi que dos
nombres |an-l| q"'"" ̂ ^ ai.,. c1e>- nombres dc Genocchi de deuxieme

espece et dont 1'etude est pl>au(h6p c- I 3 I . 0" trouvera par aillenrs
interpretation combiifaf.oire de la inntrire (RSll) en l8-] .une

12°) A(t) -- . ^1o^ A(t:) - A(l) II. ^- ^ (" -. -?) .
Suite/imt'inJp cl I'i. ^. lc ^". ' lo'-"-^ <'<~c: "<""1"-^ ̂ <- nenx. ulli.

Mni. In mplri. -n <1. ~ ^-i<l<'l "'. .... "". I- ;1" "'^l-o^' (lr' .. ;ll('111 r1c' <'<":

no ill! 1 r f R.
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1

z

(ES]2) 4

0

1

3o'

1

2"

1

~3

I

^

1

'30

1

"6

1

f

2

15

1

M0 -^

1

30

13°) Terminons par un exemple lie a (ESJO) et (ESll) qui consiste

ei prendre pour suite initiate a, = 1 ,

0aL='-""^T2n-I=<-""^'"lG2n'"-. 1> . aL+l ' ° '" D

0

1

(ES13) 0

3

0

25

I

1

3

3

25

2

2

6

22

0 8

8 8

16

-96

Done A(t) = ^ = t - ttht, A(t) --^

a^n+l =(-!)" (2n+l)E

et

4. Quelques extensions polynomiales.

Nous nous limiterons aux extensions les plus dassiques en

Combinatoire, et nous contenterons dans les tables de donner les premieres

valeurs des suites initiale et finale. En effct, les matrices de polynQmes

ne fournissent en general pas d algorithrne pour calculer la suite initlale.
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1 n ^ p-olyn. 6.mes_d^A£Eel. lt
0

A une suite initiale (a. ) , de functions generatrices a{t) et A(t),

nous associons la suite des pnlyt ii^rnes (a (x)) (n -> 0) definis par

, ny 0 n-i
a., (x) = S {':} a7 x" ' .

n i=0 1

Ce sont les polynQmes d'Appell associesa (a. ) [2] . On montre comme

plus hautque

<8' E an'x> tn = T^- -^'.

tn _ tx
(9) ^an(x)-^7= eLXA(t)

Les polyn&mes a (x) sont une "interpolation", puisque

an'°> - aon . an<" - aS .

En outre, on a a'(x) = n a_ , (x) , et ce sont des polynSmes de type

binomial [27]

n

a^x+y) = E_ (^) a^(x) a^^(y)
n - ^Q i i n-i

Si 1'on prend comme suite initiate d'une matrice de Seidel une suite de

polynSmes d'Appell (a (x)) , la suite finale sera (a (x+l)) .

Comme exemples, citons d'abord les polynQmes de Bernoulli,
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associes BUK nornbres de Rernoulli. Oil ]>eut dc nie rr>e infcroduire de s

"polynO n'le s de ("if'nocch.i" (n 1111 roefficipnt prc'p CRIIX qu'on appelle

polynSnves d'F^uler daiis la lilterato I-R I/), 181), des "polyn6mes d'Euler"

a partir de (ES10) ou (ES:|0'). Introduits a partir de (ES 7), on voit que

les polynQmes enurnerateurs du nombre de poiiits fixes sur les permutations
e(x-I)t

ont pour fonction generatrice -^ -;- , d'apres (9) .

xt-i
2T

De mgme, a partir de (ES8), e "' est fonction generatrice des

polynOmes d'Hermite, qui enumerent les points fixes sur les permutations

involutives.

Si enfin, nous considerons Ie cas de la suite initiate de (ES3) , nous

voyons que les polynSmes d'Appell associes ont pour fonctions g^neratrices,

d'apres (8) et (9)

n 1
(10) Ea,(x)t"=--i-^, --^- ,

-n'"' yi -2xt+(x^-i)tz

(11) Sa^(x)^- = extlp(t) .

L'equation (10) implique

n

(12) a, (x) = (x2-!)2 P, (-rr-) ,
n "/x^-l

ou P_ est Ie polynSme de Legendre.

On trouvera une efcude coinbinatoire dcs polyn8mes n!a^(x) en [7]
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2") Autres extensions.
n

a) au = ^r . Alors a(t) - e
-n n! - -^

xt
A(t) - I (2, /xt) . D'ou

a(t) -- 1--^- e l-t , A(Q = el ̂ (Z^Tt) .
On a ^- L(o)(-x). ou L

n̂
designe Ie polyn8me de Laguerre

l0 n!

d'indice 0 .

En outre a" = / ,. i, Ll-. l; (-x) , dont les coefficients sont appeles

nombre de Lah [20] , et enumerent les fonctions acycliques f d'un

ensemble a (n+l) elements dans lui-mgme (c'est-a-dire telles que

f = fn) suivant Ie nombre de points fixes [ 13, 24] .

(ES14)

1+x

2+4x+x'
~2T

6+l8x+9x2+x
'3T

-2_L..2
2x"+x*

~zT

6x+6x +x
~yr

2
x

2T
-2_i_-.3

3x"+x
TT

3
x

JT

b) Les polynQmes dits "exponentiels" [6, 23], dont les coefficients sont

les nombres de Stirling de deuxieme espece, qui enum^rent les

partitions selon Ie nombre de blocs. C'est done une extension de (ES4)

A(t) = ex(et -l) = l+xt+(x+x2) ^- + (x+3x2+x3)^- +

(x+7x2+6x3+x4) ̂ y-+ ...
A(t) =^A'(t) , d'ou a^ = xa^ .
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1

1+x

l+3x+x2

l+7x+6x2+x3

x

2x+x'

4x+5x~+x

x+x

2x+4x +x

x+3x2+x3 x+7x2+6x3+x

c) Une extension de (ES9) est donnee par A(t) = e-AU"6lx-'" , fonction

generatrice des polyn8mes dont les coefficients sont les nombres de

Stirling de premiere espece et enumerent Ie s per mutations selon Ie

nombre de cycles.

2 ^->, 3 -»-»^4.4
^-xLog(l-t) , i+^+(x+x2)^,-+(2x+3x2+x3)|T-+(6x+llx2+6x3+x4)^

Alors A(t) = et~XLOgll~ ; est la fonction generatrice des polyn8mes

de Charlier [5, 30]

^t-xLog(l-t) , ̂ (^^t+(l+3x+x2)^. + (l+8x+6x2+x3)^-+ ...

d) Une extension de (ES7) est donnee par les polynSmes de Roselle [26]

qui enumerent Ie s per mutations sans point fixe selon Ie nombre de
mont^es de cycle, c'est-a-dire d'entiers i tels que i < p(i) .

A(t) =
1-

-t ^2 7 <-3 . 7 t. t4
^-r^- = i +x^ + (x+x'i) ̂ . + (x+7x';+xj) ̂ +

e(x-l)t
^c-T

(x+21x2+Zlx3+x4)^, +...

Alors la suite finale est celle des polynQmeseuleriens [l4, 24] qui

enumerent les permutations selon les montees larges de cycle

(i ^ p(i)) .
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A(t) = 1 _1 IA-t/^1 lt, /, l^ l^^t

7X7TK-7 = 1 +t + (1+x) |y-+ (l+4x+x2)t^ +
1 -

x-1

d+llx+llx'+x")^, - + ..

Notons que cette matrice-la est aussi une extension de (ES10*), qu'on

r^obtient en posant x = -1 .

e) Si on prend pour suite initiate Ie s polyn8mes euleriens, on obtient une

matrice etendant a la fois (ES9) et (ES10) .

A(t) =
.

(x-l)t

e(x-l)t-l = 1 + xt+ (x+x2) ̂ j- + (x+4x2+x3)jj-
1 -

x-1

xt
A(t) = ^-^-= 1 + (l+x)t+ (l+3x+x2) IF+ (l+7x+7x2+x3) iy-

1 -
_ ^

x-1

+ (l+15x+33x2+15x3+x1) tv-+ ...

Les polyn8mes de la suite finale sont, comme ceux de Roselle,

synnetriques et redonnant les nombres secants pour x = -1 .

Ces polynOmes, comme ceux de Charlier, meriteraient une 6tude

combinatoire,

f) Par mi les extensions en fractions rationnelles, signalons la suivante,

de 'Es": a^(-u-- d'°u aS=x(^">')... lx+n) <ns»)-
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