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1. Introduction. — Cet article est un recueil de tables de calculs
aux différences finies. Ce que nous nommons matrice d’Euler-Seidel, c’est
ce que des mathématiciens d’autrefois comme Leibniz, Euler ou Seidel,
construisaient lorsque partant d’une suite de nombres, ils considéraient
la suite des différences entre termes consécutifs, notant A l'opération
effectuée et itéraient le processus [18].

Nous exposons d’abord les deux théoremes d’Euler et de Seidel, un peu
oubliés quoique tres élémentaires, puis les appliquons aux exemples qui
nous ont paru les plus intéressants. Les exemples intéressants sont ceux
ou la matrice d’Euler-Seidel permet un calcul rapide (extrémement facile
a programmer sur ordinateur) de la suite d’entiers initiale, qui par ailleurs
a une interprétation combinatoire. Pour chaque exemple nous donnons
la table des premieres valeurs, selon un principe cher aux praticiens des
dénombrements.

2. Définition et propriétés élémentaires.

Définition. —  Soit ag,a1,as2,...,0y,... une suite d’éléments d’un
anneau commutatif A (en fait ici des nombres, des polynémes ou des
fractions rationnelles). On appelle matrice d’Euler-Seidel associée a (ay,)
la suite double (a¥) (n > 0,k > 0) donnée par la récurrence

a

Ozan n > 0),
) " ( )

a¥ = aF~1 ~|—afbﬁ (k>1,n>0).

La suite (a2) premiere ligne de la matrice, est la suite initiale. La
suite (ay), premiere colonne de la matrice, est la suite finale. Il résulte
immédiatement de (1) I'identité

) =3 (e
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En particulier, on passe de la suite initiale a la suite finale et inversement
par

(3 =3 (1)at

1=0
- il T i
(@) =30 ()b
i=0
PROPOSITION 1 (Euler [11]). — Soit a(t) = Za2t™ la fonction géné-

ratrice ordinaire de la suite initiale. Alors la fonction génératrice ordinaire
a(t) de la suite finale est donnée par

(5) E(t):Zagtnzlita<1it>.

n>0

En effet, on sait que

1 . n+k k
) o (M)
k>0
Par suite,
1 t 0 t"
1 —t“(l —t) - Za”u — )+l
n>0
n
n,k>0

=> (> (7:)@91)

m>0 n+k=m

PROPOSITION 2 (Seidel [28]). — Soit A(t) =Y, <, avt™/n! la fonction
génératrice exponentielle de la suite initiale. Alors la fonction génératrice
exponentielle de la suite finale est donnée par

(7) AN =Y el = etaw).

Onl
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En effet, d’apres (3),

A= (3 (1))

1) On passe d’une proposition a l’autre par transformation de Laplace
formelle.

2) On montre aisément [8] que la fonction génératrice exponentielle
double de la matrice vaut

" uF
k u
E U 0y =€ At + u).
n,k>0

3. Matrices d’Euler-Seidel de nombres (exemples). — Nous
commencerons par traiter trois exemples ou les nombres sont fraction-
naires, puis nous aborderons les exemples avec des entiers qui ont des
interprétations combinatoires.

—-1)" 1
3.1. — Prenons a) = % (Tz > 0). Ali)rs a(t) = ELog(l + 1),
1 1—e" — -1 1
a(t) = —; Log(1 — 1), A(t) = : VA =€ [ ah = —— et plus

(=D"

. D’ou la matrice
(n+k+ 1)(”:’“)

/g k
généralement, a;,

A L R
2 3 4 )
1 1 1 1
2 6 12 20
1 1 1
(EST) = - +%
1 1
4 20
1
5

Cette matrice est en général attribuée a Leibniz [6].
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3.2. —  Cet exemple est dit & Euler [11]. a! = 2( +)1 (n > 0).
. 1)"24... (2k)
O tat dement b= - E
n constate rapidement que a; Gnr D@3 @tk D) n
o 24...(2n)
particulier ag = .
1.35...(2n +1)
1 1 +1 1
3 5
2 2 2
(ES2) 1.3 3.5 5)
24 —24
1.3.5 3.5.7
2.4.6
1.3.5.7
o t ot ot ~1/2 1/2Y Tyas dharees
Ainsi a(t) = 1 — 3 + == +-o =t Arctg(t/<). D’ou, d’apres la
t 1/2
proposition 1, a(t) = [t(1 — t)] /2 Arctg<ﬁ> . En posant t = 22, et
en observant que Arctg % = Arcsin z, Euler déduit
-
Arcsinx 2 2.4 5 246

z+ a’ +

2 T3 135° T1357"

1.35...(2n —1)

3.3. — Prenons a) =1, a9, = et a3, ;=0 (n>1).

246...2n
1 1.3
1 hd -
0 2 0 2.4
] 1 1 1.3
2 2 2.4
1.
E R
1.2 8
1.3.5 15
1.2.3 8
1.3.5.7
1.2.34
1.35...(2n -1 1
Alors af = n(' n ) En effet a(t) = ik d’ou a(t) = 11_%.
En outre A(t) = Iy(t), fonction modifiée de Bessel, et A(t) = et Iy(t).
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Nous abordons a présent les exemples de matrices a coefficients entiers.
Laissons en exercice les nombres de Fibonacci, et commengons par les

nombres de Bell :

3.4. — Soit @’ = B,,, nombre de partitions d’un ensemble & n éléments.
On sait [6] que A(t) = exp(e’ —1). D’out A(t) = exp(e’ —1+1t) = A'(1).
Par suite a¥ = ag_l, d’ou un procédé de calcul simple des nombres de

Bell [12, 21].

(ES54) 5 10 27
15 37
52
3.5. — Un exemple voisin est celui ot al est le nombre de partitions

ordonnées d’un ensemble a n éléments (une partition ordonnée est le
couple formé d’une partition et d’un ordre total sur les blocs de cette

partition). On montre que A(t) = 1/(2 — e'). Dot A(t) = 2A(t) — 1,

et on a a = 2a0. En outre, dans toute matrice d’Euler-Seidel aj =
al +(a®_,+al_,+a?_s+...+al""). Dans ce cas particulier, on a donc

0o _ 0 1 n—1
Ay, =0qp 1+ 0, o+ ...+a; -,

n

d’olt un calcul rapide de ces nombres, étudiés par maints auteurs [1, 4, 12,
15, 16, 21, 29, 31, 32]

(ES5)
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3.6. — Considérons & présent le cas o1 a® est le nombre d’applications
f idempotentes (f o f = f) d’un ensemble a n éléments dans lui-méme [6,
17, 25]. Alors
At) =€,  don  A'(t) = (1+t)ete' = (1+t)A().

Donc al,; = a§ +nay ", et un rapide calcul de af, [17].

1 1 3 10 41 196
2 4 13 51
(ES6) 6 17 64
23 81
104
3.7.— Si a2 est le nombre de permutations sans point fixe, ou

dérangements, d'un ensemble a n éléments, alors aj vaut n!, nombre de
toutes les permutations [6, 24].
et 1

A(t) = - At) = T

Signalons que cette matrice d’Euler-Seidel est déja dans Euler [10], mais
privée de la ligne initiale! Pour des aspects combinatoires, voir [19] [35].

1 0 1 2 9 44
1 1 3 11 53
4 14 64
(EST)
6 18 78
24 96
120
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3.8. — Ainsi d’'une maniere générale, dans les classes de permutations,
on passe des “sans point fixe”, avec une fonction génératrice A(t) = e/ ®)
ot f(0) = f'(0) = 0, aux “avec points fixes” ott A(t) = /Mt A ce sujet,
voir [13].

Exemple : a® est le nombre de permutations involutives (p o p = id)
sans point fixe d’'un ensemble & n éléments, donc a’ = 0 si n impair
est a0 = 1.3.5...(n — 1) si n pair. Alors a? est le nombre de toutes les

permutations involutives.

(ES8)
4 6 10
10 16
26
3.9. — Sial = nl, a? est le nombre “d’arrangements” sur un ensemble

an éléments. A(t) =1/(1 —t), A(t) =e'/(1 —t).

(ES9) 5 11 38
16 49
65
3.10.. — Nous abordons a présent les exemples dis a Seidel [28], qui

ont pour caractéristique de concerner des suites d’entiers alternées. Si
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ad =1,a3, =0(n > 1), et a3,,_; = (—1)"Ts,_1, nombre tangent, alors

ai" = (—=1)"FEy,, nombre sécant.
1 -1 0 2 0 —16 0
0 —1 2 2 —16 —16
-1 1 4 —14 —32
(E510) 0 5 10 —46
5 -5 —56
0 —61
—61
Alt) =1—tht = 57—, A(t) = €
et +1 cht
Si 'on repart des nombres sécants comme suite initiale, on réobtient les
nombres tangents, car si A(t) = ot A(t) =1+ tht.
1 0 -1 0 bt 0 —61
1 -1 -1 5 5 —61
0 -2 4 10 —56
(ES107) 22 14 —46
0 16 —32
16 —16
0
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En fait, c’est en un certain sens la “méme” matrice. Sous la deuxieme
forme elle est caractérisée par les deux conditions suivantes :
(E1) A(x) est une fonction paire et A(0) = 1.

(E2) A(x) — 1 est une fonction impaire. En supprimant les signes et en
décrivant la matrice en diagonale, Seidel obtient le triangle suivant :

16 16 14 10 5) —

triangle qui permet un calcul rapide de nombres tangents et sécants, et
dont Entringer a donné 'interprétation combinatoire [9].

2t
3.11. — Soit A(t) = 1 Alors a) =0,a) =1, 4a3,,, =0 (n>1),

+ et

a9, = (=1)"Gan, ot Ga, s’appelle nombre de Genocchi. Dot A(t) =

3 -3 14
0 -17
—-17
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On montre que les diagonales sont alternativement symétriques et anti-
symétriques. En particulier a]) = 0, et Seidel en déduit le triangle suivant

1
— 1 1
2 1 —

— 8 14 17 17

qui permet un calcul rapide des nombre de Genocchi ainsi que des nombres
la”~!| q'uon peut appeler nombres de Genocchi de deuxieme espece [3].
On trouvera par ailleurs des interprétations combinatoire de la matrice

(ES 11) en [8] et [35].

t _
3.12. — Soit A(t) = ——, alors A(t) = A(t) +t, a? =a’ (n > 2).
et — 1 0 "

Suites initiale et finale sont formées des nombres de Bernouilli. Mais la
matrice de Seidel ne donne pas de méthode de calcul de ces nombres.

1 1 1 0 1
2 6 30

1 1 1 1

2 3 6 30

(ES12) L L2

6 6 15
1

0 -
30

1

30
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3.13. — Voici encore un exemple lié a (ES10) et (ES11), qui con-
siste & prendre pour suite initiale af = 1, a3, = (=1)"2nT%,_1 =
(C1)"220 LG, (0> 1), ayyy =0 (0> 1),

0 1 -2 0 8 0 -96
1 —1 —2 8 8
-3 6 16
(ES13)

0 25
25
Done A() = —2-— — t—ttht, A(t) = —— et a2 = (—1)"(2n+1)E
et +1 ’ cht 0 an
4. Quelques extensions polynomiales. — Nous nous limiterons aux

extensions les plus classiques en Combinatoire, et nous contenterons dans
les tables de donner les premieres valeurs des suites initiale et finale. En
effet, les matrices de polynomes ne fournissent en général pas d’algorithme
pour calculer la suite initiale.

4.1. Polynomes d’Appell. — A une suite initiale (a?), de fonc-

tions génératrices a(t) et A(t), nous associons la suite des polynoémes
(an(x)) (n > 0) définis par

an(z) = XZ; (:‘) %z,

Ce sont les polynomes d’Appell associés & (a) [2]. On montre comme plus
haut que

(8) > an(@)t" = 1_1ta;a(1—ttx>’
|

(9) 3 an(x)% — et A().

Les polynoémes a,,(z) sont une ‘interpolation”, puisque
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En outre, on a a,(x) = na,_1(x), et ce sont des polynoémes de type
binomial [27]

an(z +y) = i (?) a:(2)an_i (y).

1=0

Si 'on prend comme suite initiale d’une matrice de Seidel une suite de
polynoémes d’Appell (a,(x)), la suite finale sera (a,(x + 1)).

Comme exemples, citons d’abord les polynomes de Bernoulli, associés
aux nombres de Bernoulli. On peut de méme introduire des “polynomes de
Genocchi” (& coefficient pres ce sont ceux qu’on appelle polynémes d’Euler
dans la littérature [6, 18]), d’autres “polynémes d’Euler” a partir de
(ES10) ou (ES10’). Introduits & partir de (ES7), on voit que les polynémes
énumérateurs du nombre de points fixes sur les permutations ont pour
fonction génératrice exp((x — 1)t)/(1 —t), d’apres (9).

De méme, a partir de (ESS), et H°/2! st fonction génératrice des
polynomes d’Hermite, qui énumerent les points fixes sur les permutations
involutives.

Si enfin nous considérons le cas de la suite initiale de (ES3), nous voyons
que les polynomes d’Appell associés ont pour fonctions génératrices,
d’apres (8) et (9)

n 1
10) 2 an(@)t" = V1= 2at + (22 — 1)e2

(11) S ) = eIy ).

n!
L’équation (10) implique

(12) an(z) = (22 — 1)"/219”(%),

ou P, est le polynome de Legendre. On trouvera une étude combinatoire
des polynomes nla, (z) en [7].
4.2. Autres extensions.

a) ad = z"/nl. Alors a(t) = €%, A(t) = Iy(2\/xt). Do a(t) =
(1/(1 = t)) exp(at/(1 — 1)), A(t) = e'Ip(2y/at). On a af = L LY (—x),
ou L%O) désigne le polynéme de Laguerre d’indice 0. En outre a}' =
#Lg;ll)(—a:), dont les coefficients sont appelés nombre de Lah [20],

(n+1)!
et énumerent les fonctions acycliques f d’un ensemble a (n + 1) éléments

dans lui-méme (c’est-a-dire telles que f"*1 = f") suivant le nombre de
points fixes [13, 24].
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x2 x3
222 + 22 32?423
1+=x ' '
(ES14) 2! 3!
2+ dx + 22 6x + 622 + 3
21 3!
6 + 18z + 922 + 23
3!

b) Les polynomes dits “exponentiels” [6, 23], dont les coefficients sont
les nombres de Stirling de deuxieme espece, qui énumerent les partitions
selon le nombre de blocs. C’est donc une extension de (ES4)

2 3

t t
A(t) = exp(x(e! — 1)) =1+ at + (x +x2)5 + (@ + 322 +x3)§
! e
+(x+7x2—|—6m3+x4)ﬁ—|—---
— 1
At) = ;A/(t), d'ot ad , = zay.
1 x T+ 2° r+ 32+ a2 ...
14+ 2z + 2 2x + 42 + 23

1 + 3z + 22 dx + 5x° + 23

1+ 72+ 62% +2°

c¢) Une extension de (ES9) est donnée par A(t) = e @kos(1—1)
fonction génératrice des polynomes dont les coefficients sont les nombres de
Stirling de premiere espece et énumerent les permutations selon le nombre
de cycles.

t2 t3
e ®Los(=t) — 1 4 ot 4 (x4 2?)= + (22 + 322 + 2°) =

2! 3!
4
+(6x+11x2+6x3+x4)ﬁ+---
Alors A(t) = et~1o8(1=1) est la fonction génératrice des polynomes de
Charlier [5, 30]
t? t3
etmolosl=) — 1 4 (1 4 2)t 4 (1 —|—3w—|—x2)§ + (1 + 8z + 62> +x3)§ 4.
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d) Une extension de (ES7) est donnée par les polynomes de Roselle
[26] qui énumerent les permutations sans point fize selon le nombre de
montées de cycle, c’est-a-dire d’entiers ¢ tels que i < p(i).

exp(—t) t? o 13 5 g t?
Alt) = —1+z— L L
(*) . exp((z — 1)t) +w2!+(a:+ac )3!+(:U+7ac e )4!
z—1
t5
+(m+21x2+21x3+x4)5+---

Alors la suite finale est celle des polynomes eulériens [14, 24] qui énumeérent
les permutations selon les montées larges de cycle (i < p(7)).

1 2 3

t ot
exp((z — 1)) — 1 = l+t+ (1 4a)5+ (1 +de+a%)5
r—1

A(t) =
1

t4
+(1+11x+11x2—|—x3)5+---

Notons que cette matrice-1a est aussi une extension de (ES10’), qu’on
réobtient en posant x = —1.

e) Si on prend pour suite initiale les polynomes eulériens, on obtient
une matrice étendant a la fois (ES9) et (ES10).

exp((x — 1)t)

A(t) =
®) ) exp((z —1)t) — 1
z—1
t2 t3
= 1+a;t+(:zc+g:2)5 +(:1:+4x2+x3)§ 4.
— exp(xt)
A(t) =
(®) . exp((z —1)t) — 1
r—1
t2 t3
=14+ (1+ax)t+(1 +3m+m2)§ +(1+ 7z + 7952151'3)?
! y !
+(1—|—15x+33:1;2+15:1:3+:L‘1)E+---
Les polynémes de la suite finale sont, comme ceux de Roselle, symé-
triques et redonnant les nombres sécants pour x = —1.
f) Parmi les extensions en fractions rationnelles, signalons la suivante,
—1)nt! n!
d ESl:O:(id"”: >0).
¢ (ES1): a, ztn o CoN%0 z(z+1)...(x+n) (n=0)
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